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Correlated electron-ion collisions in a strong
laser field
English Summary
Electron-ion-collisions in plasmas in the presence of an ultra-short intensive laser pulse
can cause high energy transfers to the electrons. During the collision the oscillation energy
of the electron in the laser field is changed into drift energy. In this regime, multi-photon
processes, known from the ionization of neutral atoms ( Above-Threshold Ionization), and
successive, so called correlated collisions, are important.
The subject of the thesis is a study of binary Coulomb collisions in strong laser fields.
The collisions are treated both in the context of classical Newtonian mechanics and in the
quantum-mechanical framework by the Schro¨dinger equation.
In the classical case a simplified instantaneous collision model and a complete dynamical
treatment are discussed. Collisions can be treated instantaneously, if the ratio of the impact
parameter to the quiver amplitude is small. The energy distributions calculated in this
approximation show an elastic peak and a broad plateau due to rescattered electrons. At
incident velocities smaller than the quiver velocity, correlated collisions are observed in the
electron trajectories of the dynamical model. This effect leads to characteristic momentum
distributions of the electrons, that are explicitly calculated and compared with the results
of the instantaneous model. In addition, the time-dependence of the collisions is discussed
in the framework of a singular perturbation theory.
The complete description of the Coulomb scattering requires a quantum-mechanical des-
cription. A time-dependent method of wave-packet scattering is used and the correspon-
ding time-dependent three-dimensional Schro¨dinger equation is solved by an implicit ADI-
method on a spatial grid. The momentum and the energy distributions of the scattered
electrons are calculated by the Fourier transformation of the wavefunction. A comparison
of the scattering from a repulsive and an attractive potential is used to distinguish bet-
ween simple collisions and collisions with recombination effects that correspond to classical
correlated collisions.
In the absence of a laser, the electron density can be observed to be focussed in the
attractive and defocussed in the repulsive case. For laser-assisted collisions multi-photon
effects become visible in the energy distribution. The quantum-mechanical calculations
indicate the similarities with and limitations of the classical treatment in particular with
respect to the rescattering plateau and its cut-off energy. For slow electrons, the scattering
rate in the attractive case is enhanced compared to the repulsive case. This effect is
contributed to the effect of correlated collisions.
Korrelierte Elektron-Ion-Sto¨ße in starken La-
serfeldern
Deutsche Kurzfassung
Unter dem Einfluss ultrakurzer intensiver Laserpulse ko¨nnen in Plasmen Elektron-Ion-
Sto¨ße mit kleinen Stoßparametern zu großen Energieu¨bertra¨gen fu¨hren. Die Schwingungs-
energie der Elektronen im Laserfeld wird in Driftenergie umgewandelt. Hierbei treten
sowohl Multi-Photonen-Prozesse auf, wie bei der Ionisation neutraler Atome (Above-
Threshold Ionization), als auch sukzessive Mehrfachsto¨ße, sogenannte korrelierte Sto¨ße.
Gegenstand dieser Arbeit ist der bina¨re Coulombstoß eines Elektrons am Ion in einem
starken Laserfeld. Dieser Stoßprozess wird sowohl im Rahmen der klassischen Newtonschen
Mechanik als auch der quantenmechanischen Schro¨dingergleichung behandelt.
Im klassischen Fall wird zuerst ein instantanes Stoßmodell und danach ein vollsta¨ndiges
dynamisches Modell betrachtet. Der Stoß kann als instantan angenommen werden, falls
das Verha¨ltnis von Stoßparameter und Schwingungsamplitude klein ist. Die im Rahmen
des instantanen Modells berechneten Energiespektren weisen einen elastischen Peak und
ein ausgepra¨gtes Ru¨ckstreu-Plateau auf. Bei Driftgeschwindigkeiten, die kleiner als die
Oszillationsgeschwindigkeit sind, werden korrelierte Mehrfachsto¨ße bei den Elektronen-
Trajektorien im dynamischen Modell beobachtet. Dieser Effekt fu¨hrt zu charakteristischen
Impulsverteilungen der Elektronen, die detailliert berechnet und mit den Ergebnissen des
instantanen Stoßmodells verglichen werden. Erga¨nzend wird die Zeitabha¨ngigkeit des Sto-
ßes im Rahmen einer singula¨ren Sto¨rungsrechnung behandelt.
Die vollsta¨ndige Beschreibung der Coulombstreuung liefert die Quantenmechanik. Der
Stoß von Elektronen am Ion kann durch die Streuung von Gaußschen Wellenpaketen am
Coulombpotential beschrieben werden. In diesem Zusammenhang wird in dieser Arbeit
die zeitabha¨ngige 3D-Schro¨dingergleichung mithilfe eines impliziten ADI-Verfahrens auf
einem Rechengitter gelo¨st. Die Impuls- und Energieverteilungen der gestreuten Elektronen
werden durch die Fouriertransformierte der Wellenfunktion berechnet. Der Vergleich der
Streuung an abstoßenden und anziehenden Ion-Potentialen dient zur Unterscheidung von
einfachen Sto¨ßen und Sto¨ßen mit Rekombinationseffekten, die den klassischen korrelierten
Sto¨ßen entsprechen.
Ohne Laserfeld ergibt sich im anziehenden Fall eine Fokussierung, im abstoßenden
Fall Defokussierung der Elektronendichte. Bei Sto¨ßen mit Laserfeld werden Multi-
Photonen-Effekte im Energiespektrum beobachtet. Die Gemeinsamkeiten mit dem
klassischen instantanen Modell im Ru¨ckstreuplateau und im Cutoff-Verhalten fu¨r die
gro¨ßten Energien werden diskutiert. Fu¨r langsame Elektronen erha¨lt man im Fall eines
anziehenden Potentials eine ho¨here Streurate als im abstoßenden Fall. Dieser Effekt wird
den korrelierten Sto¨ße zugeordnet.
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Kapitel 1
Einleitung
Ultrakurze Laserpulse bieten eine neuartige Mo¨glichkeit, Licht-Materie-Wechselwirkungen
bei extrem hohen Lichtintensita¨ten zu untersuchen und anzuwenden [1]. Mit ultrakurzen
intensiven Laserpulsen werden kurzzeitig atomare elektrische Feldsta¨rken erreicht und so-
gar um einige Gro¨ßenordnungen u¨berschritten. Bei diesen Feldsta¨rken sto¨ßt man an die
Grenzen, bei denen die Methoden der klassischen linearen und nichtlinearen Optik noch
anwendbar sind. Daher werden etwa seit Beginn der 90er Jahre versta¨rkt Wechselwir-
kungsprozesse von Licht mit Materie im nichtperturbativen Feldsta¨rkebereich untersucht.
Nach einer kurzen Zusammenfassung der Entwicklung hin zu kurzen intensiven Laserpul-
sen wird im Folgenden die Bedeutung starker Felder bei der Ionisation von Atomen und
bei der Streuung von Elektronen an Ionen dargestellt. Daraus wird die Zielsetzung dieser
Arbeit abgeleitet.
1.1 Intensive ultrakurze Laserpulse
Laserpulse werden im Prinzip durch die Kopplung vieler Schwingungsmoden (Mode-
Locking) erzeugt. Bereits in den 60er Jahren wurden auf diese Weise mit Festko¨rperlasern
Pulsla¨ngen von weniger als 100 ps (1 ps=10−12s) realisiert [2]. Die Weiterfu¨hrung mithilfe
von Farbstoff-Lasern fu¨hrte zu Pulsla¨ngen unter 1 ps in den 70er Jahren und schließlich zu
Pulsen unter 100 fs (1 fs=10−15 s) und Intensita¨ten bis zu 1015 W/cm2 seit Beginn der 90er
Jahre durch Modenkopplung mit Hilfe des Kerr-Effektes. Gegenwa¨rtig werden Mo¨glich-
keiten zur Erzeugung von Attosekundenpulsen (1 as=10−18 s) durch die Modenkopplung
von hohen Harmonischen untersucht [1], [3].
Der Durchbruch zur Entwicklung intensiver ultrakurzer Pulse mit nur einigen Schwin-
gungszyklen Dauer und hierbei nur einigen Femtosekunden La¨nge gelang 1985 Strickland
und Mourou [4] mithilfe des sogenannten Chirped-Pulse-Amplification-Verfahrens (CPA).
Bei diesem Verfahren wird ein niederenergetischer Puls zeitlich gestreckt, danach versta¨rkt
und schließlich wieder komprimiert. Hierbei wurden Intensita¨ten von 1016 − 1021 W/cm2
erreicht.
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1.2 Atome in starken Feldern
Die Ionisation von Atomen in starken Laserfeldern fu¨hrt zu charakteristischen Energie-
spektren der Photoelektronen. Die Ionisation im starken Feld wird allgemein mit dem
Begriff ”above-threshold ionization” (ATI) bezeichnet [5]. Bei der ATI treten im Ener-
giespektrum der Photoelektronen diskrete a¨quidistante Energiezusta¨nde oberhalb der Io-
nisationsschwelle des Atoms auf. Der Abstand der Energien entspricht dabei genau der
Energie eines Photons. Wie beim Einsteinschen Photoeffekt ist die absorbierte Energie
ein Vielfaches der Photonenenergie. Diese Vielfachen treten jedoch auch oberhalb der
Ionisationsschwelle auf und ko¨nnen bis zu hohen Energien von der Gro¨ßenordnung der
Schwingungsenergie des Elektrons im Laserfeld reichen. Dieser Effekt wurde erstmals 1979
von Agostini et al. bei der Ionisation von Xe-Atomen mit einem Nd:Glass-Laser bei einer
Laserintensita¨t oberhalb von 1012 W/cm2 beobachtet und als ”above-threshold ionization”
gedeutet [6], [7].
Bei spa¨teren ATI-Experimenten mit ho¨heren Laserintensita¨ten wurden weitere energie-
reiche Photonen-Ordnungen entdeckt. Im Jahr 1994 pra¨sentierten Paulus et al. [8] die
Photoelektronenspektren von Argon-Atomen. Hierbei wurden Pulse von 40 fs La¨nge, ei-
ner Wellenla¨nge von 630 nm und Intensita¨ten bis zu 4.4 · 1014W/cm2 verwendet. Neben
den Photo-Peaks wurde ein Plateau gemessen, das mit dem ponderomotorischen Potential
( mittlere Schwingungsenergie eines Elektrons im Laserfeld) skaliert.
Eine theoretische Beschreibung fu¨r die ATI-Pha¨nomene wurde erst in den 90er Jahren
von Becker et al. [9] geliefert. Darin wird davon ausgegangen, daß das Elektron in ei-
nem 1. Schritt durch Absorption von Photonen in den niedrigsten Kontinuumszustand
gelangt und danach im 2. Schritt am Ion streut. Dieser Stoßprozess kann im Rahmen
der 1. Bornschen Na¨herung mit dem Ion als Sto¨rung behandelt werden. A¨hnliche Pro-
zesse sind bei Elektron-Ion-Sto¨ßen in Plasmen zu beobachten: Die Coulomb-Streuung in
Anwesenheit eines elektrischen Feldes fu¨hrt zur Emission und Absorption von elektro-
magnetischer Strahlung durch die abgelenkten Elektronen, wobei das Ion die Rolle des
Impuls-Reservoirs u¨bernimmt. Bei großen Feldsta¨rken lassen sich die Absorption und die
Emission auf Multi-Photonen-Prozesse zuru¨ckfu¨hren.
1.3 Coulomb-Streuung in starken Feldern
Elektron-Ion-Sto¨ße in einem Plasma sind fu¨r den Impuls- und den Energietransport von
besonderer Bedeutung. Sie bestimmen die Transportkoeffizienten in den hydrodynami-
schen Gleichungen. Eine besonders wichtige Gro¨ße ist die Elektron-Ion-Stoßfrequenz νei,
die durch die Reibungskraft
Re = −νeimeneu (1.1)
definiert wird, wenn die Elektronen mit der Masse me und Dichte ne eine mittlere Rela-
tivgeschwindigkeit u gegenu¨ber den Ionen besitzen.
Stoßfrequenzen fu¨r Plasmen werden ha¨ufig durch die klassischen Formeln nach Spitzer
[10] und Braginski [11] beschrieben. Die Stoßfrequenz ist auch fu¨r die Lichtabsorption im
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Plasma maßgeblich. Der zugrunde liegende Absorptionsmechanismus ist die inverse Brems-
strahlungsabsorption (IBA). Im Gegensatz zur Ionisation von Atomen (ATI), bei der sich
die Elektronen nach der Ionisation nahe am Ion befinden und mit kleinen Stoßparametern
und geringen Anfangsgeschwindigkeiten stoßen, dominieren aufgrund des langreichweitigen
Coulomb-Potentials im Plasma die Sto¨ße mit großen Stoßparametern und relativ großen
Geschwindigkeiten. Die großen Stoßparameter verursachen kleine Ablenkwinkel, was es
erlaubt, von leicht gesto¨rten Elektronen-Bahnen auszugehen.
Die Elektron-Ion Stoßfrequenz im Feld einer elektromagnetischen Welle wurde in fru¨hen
Arbeiten von Dawson und Oberman [12] sowie von Silin [13] untersucht. In der Arbeit
von Dawson und Oberman wird ausgehend von der klassischen Vlasov-Gleichung die Ab-
lenkung der Elektronen an Ionen mithilfe einer Sto¨rungsrechnung behandelt. Die Ionen
sind in diesem Modell zufa¨llig im Raum verteilt und unbeweglich. Die Abha¨ngigkeit der
Absorptionsrate oder a¨quivalent der Stoßfrequenz von der dielektrischen Funktion wird
dargestellt. Als Geschwindigkeitsverteilung wird eine Maxwellsche Verteilung der Elektro-
nengeschwindigkeiten angenommen.
Silin behandelte dasselbe Problem mithilfe einer kinetischen Gleichung mit einem Stoßin-
tegral. Er berechnete die Leitfa¨higkeit und die effektive Stoßfrequenz. Die letztere ha¨ngt
dabei in komplizierter Weise von Integralen ab, sie kann aber in der Na¨herung fu¨r schwache
oder starke Felder in expliziter Weise dargestellt werden. Das Ergebnis weist eine typische
logarithmische Abha¨ngigkeit vom Verha¨ltnis aus maximaler und minimaler Streuwellen-
zahl auf (Coulomb-Logarithmus). Von besonderem Interesse ist die Abha¨ngigkeit der Stoß-
frequenz von der Feldsta¨rke des Laserfeldes. Diese Abha¨ngigkeit wurde bereits von Silin
diskutiert und spa¨ter im Rahmen des Dawson-Oberman-Modells von Decker untersucht
[20]. Wenn die Schwingungsgeschwindigkeit vos des Elektrons gro¨ßer wird als die thermi-
sche Geschwindigkeit, so bestimmt sie den Streuquerschnitt und die Stoßfrequenz nimmt
dann proportional zu v−3os ab. In der Arbeit von Decker wird daru¨ber hinaus gezeigt, daß
die Ergebnisse fu¨r die Stoßfrequenz aus dem Dawson-Oberman-Modell und dem von Silin
u¨bereinstimmen. Die klassischen Modelle wurden erstmals durch die quantenmechanischen
Arbeiten von Bunkin und Fedorov [14], [15] sowie von Kroll und Watson [16] erga¨nzt.
Hierbei wurde wie in den oben erwa¨hnten klassischen Modellen der Stoß als instantan
angenommen. Es wurden Wirkungsquerschnitte fu¨r Multi-Photonen-Prozesse im Rahmen
der 1. Bornschen Na¨herung berechnet und daraus in der Arbeit [15] eine Absorptionsrate,
die wieder die typische logarithmische Abha¨ngigkeit enthielt und mit der klassischen Rate
ungefa¨hr u¨bereinstimmte. Experimentelle Arbeiten wie von Weingartshofer [17] besta¨tig-
ten die Multi-Photonen-Prozesse: In einem Experiment wurde ein Elektronenstrahl auf
ein Argon-Gas-Target gelenkt. Darauf wurde der Puls eines CO2-Tea-Lasers von bis zu
108 W/cm2 gelenkt. Neben dem Hauptmaximum bei der elastischen Energie wurden im
Abstand von jeweils einer Photon-Energie weitere Peaks nachgewiesen.
In der Arbeit [18] wurde die Stoßfrequenz im Rahmen einer Quanten-Vlasov-Theorie fu¨r
starke Laserfelder berechnet. Die Stoßfrequenz wurde hierbei u¨ber ein dielektrisches Modell
gewonnen. Im Gegensatz zum klassischen Dawson-Oberman-Modell mu¨ssen hierbei keine
ad-hoc Annahmen fu¨r kleine Stoßparameter gemacht werden. Wie bei der Above-Threshold
Ionization besteht die Energieverteilung aus einem Streuplateau mit diskreten Peaks.
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Wa¨hrend in den oben erwa¨hnten Arbeiten hauptsa¨chlich Streuraten von Elektronen mit
einer gegebenen Geschwindigkeitsverteilung betrachtet wurden und daraus im Rahmen
einer instantanen Stoß-Theorie die Absorptionsrate bzw. die Stoßfrequenz ermittelt wur-
de, ist man seit Anfang der 90er Jahre durch numerische Berechnungen der klassischen
Elektronen-Bahnen auf ein neues Pha¨nomen gestoßen: Wiesenfeld [19] beobachtete unter
Verwendung großer Schwingungsamplituden x0 =
E0
ω2
der Elektronen (E0 ist die Amplitu-
de des Laserfeldes, ω die Frequenz) ein irregula¨res Verhalten des Ablenkwinkels und der
Energie-U¨bertragung beim Stoß fu¨r kleine Stoßparameter. Die Bahnbewegung wies ein
chaotisches Verhalten auf, eine Art Einfang des Elektrons am Ion, dann eine Art instabile
Bindung mit chaotischer Bahn und schließlich das Entfernen vom Ion.
Decker et al. [20] verglichen die Ergebnisse aus Particle-In-Cell-Simulationen fu¨r die Stoß-
frequenz mit dem theoretischen Modell von Dawson und Oberman. Bei großen Feldsta¨rken
ergab sich in der Simulation eine unerwartet ho¨here Heizrate als im Dawson-Oberman-
Modell. Diese fu¨hrten die Autoren auf die irregula¨ren Sto¨ße zuru¨ck und nannten diese
korreliert: Im Gegensatz zum instantanen Stoß an zufa¨llig positionierten Ionen wie im
Dawson-Oberman-Modell und dem damit resultierenden Ablenkwinkel, wird das Elektron
nach der ersten Ablenkung durch die Oszillation im elektrischen Feld zum Ion zuru¨ckgezo-
gen und erneut streut. Dies kann fu¨r langsame Driftgeschwindigkeiten mehrmals stattfin-
den und die Sto¨ße werden vom Autor als sukzessiv oder korreliert bezeichnet, da die Ab-
lenkwinkel und zwischenzeitlichen Energien des Elektrons vom vorherigen Stoß abha¨ngen.
Decker et al. erweiterten die Stoßfrequenz des Dawson-Oberman-Modells durch einen Kor-
rekturfaktor. Dieser war allerdings im Vergleich zum numerischen Ergebnis zu groß.
Shvets und Fisch [21] erkla¨rten diese Abweichung damit, daß der Faktor, na¨mlich die
Anzahl der Oszillationen, die ein Elektron fu¨r das Durchschreiten des Ionradiuses (Debye-
La¨nge) braucht, zu grob war. Sie verwendeten dagegen eine klassische Sto¨rungsrechnung,
in der Abweichungen von der freien Bewegung eines Elektrons im elektrischen Feld des
Lasers durch das Ion-Potential betrachtet werden. In diesem Modell sind die korrelierten
Sto¨ße enthalten, allerdings gilt auch hier die Na¨herung der kleinen Ablenkwinkel. Fraiman
[22] berechnete die Elektronenbahnen klassisch mit einem numerischen Verfahren und stell-
te die Abha¨ngigkeit des Wirkungsquerschnittes fu¨r Energieu¨bertragung durch korrelierte
Sto¨ße vom Stoßparameter und von der Laserphase wa¨hrend des Na¨herns an das Ions dar.
Das Ergebnis fu¨r die Elektronenbahnen wurde von Brantov et al. [23] besta¨tigt. Diese
berechneten daru¨ber hinaus eine mittlere Energieu¨bertragungsrate in Abha¨ngigkeit von
der Anfangsgeschwindigkeit der Elektronen. Unterhalb der Oszillationsgeschwindigkeit im
Feld wurden große Raten festgestellt. Dieses Ansteigen der Rate wird den korrelierten
Sto¨ßen zugeordnet.
Das Heizen durch korrelierte Sto¨ße behandelten Deiss et al. [24] in Simulationen zur Erzeu-
gung von Ro¨ntgen-Strahlung in Clustern. Aufgrund der Bedeutung der kleinen Stoßpa-
rameter bei korrelierten Sto¨ßen fu¨r die Heizrate und den damit verbundenen Quanten-
Effekten ist es notwendig, die erwa¨hnten klassischen Methoden der Elektronenbahnen
quantenmechanisch zu erweitern. In der Arbeit von Kull und Tikhonchuk [25] wird fu¨r ein
eindimensionales Soft-Core-Potential die zeitabha¨ngige Schro¨dingergleichung numerisch
gelo¨st und Elektron-Ion-Sto¨ße werden durch Streuung von Wellenpaketen untersucht. Da-
bei werden in den berechneten Energiespektren große Energiegewinne fu¨r zuru¨ckgestreute
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Elektronen deutlich. Da allerdings besonderes Interesse an sehr kleinen Stoßparametern
besteht und die Stoßeigenschaften stark vom Stoßparameter abha¨ngen, muß das eindimen-
sionale gegla¨ttete Potential durch ein realistisches dreidimensionales ersetzt werden.
1.4 Zielsetzung
In der vorliegenden Arbeit wird die Coulomb-Streuung eines Elektrons an einem Ion in
einem starken Laserfeld untersucht. Ziel der Arbeit ist die vollsta¨ndige numerische Be-
rechnung des Energiespektrum der gestreuten Elektronen im Rahmen der zeitabha¨ngigen
Schro¨dingergleichung. Hierzu wird die Streuung von Wellenpaketen am dreidimensionalen
Coulomb-Potential in einem linear polarisierten Laserfeld mit einem Finite-Differenzen-
Verfahren auf einem diskreten Gitter berechnet. Ein Schwerpunkt der Arbeit liegt auf
der Untersuchung korrelierter Sto¨ße, bei denen durch Teilcheneinfang und anschließende
mehrfache Stoßprozesse der Energieu¨ber- trag auf die Elektronen signifikant erho¨ht wird.
Dazu werden zuna¨chst klassische Stoßmodelle untersucht, die den Effekt korrelierter Sto¨ße
unmittelbar aufzeigen. Danach wird die quantenmechanische Behandlung durchgefu¨hrt
und die Erho¨hung der Streurate im klassisch korrelierten Fall wird durch den Vergleich
der Streuung an attraktiven und repulsiven Potentialen nachgewiesen.
Im zweiten Kapitel wird zuerst ein klassisches instantanes Stoßmodell auf Basis des Kroll-
Watson-Modells [16] vorgestellt. Fu¨r schnelle Elektronen, das heißt fu¨r Driftgeschwin-
digkeiten (thermische Geschwindigkeiten) eines Elektrons gro¨ßer als seine Oszillationsge-
schwindigkeit, wird der Stoß zu einem festen Zeitpunkt angenommen und soll als Beispiel
eines nicht-korrelierten Stoßes dienen. Geschwindigkeiten nach dem Stoß werden fu¨r ver-
schiedene Stoßparameter und Laserphasen wa¨hrend des Stosses untersucht. Schließlich
wird ein Energie-Spektrum fu¨r einen monoenergetischen Elektronen-Strahl vorgestellt.
Im dritten Kapitel wird ein klassisches dynamisches Stoßmodell pra¨sentiert. Klassische
Elektronen-Trajektorien werden numerisch berechnet. Geschwindigkeiten nach dem Stoß
werden wiederum fu¨r verschiedene Stoßparameter und Laserphasen wa¨hrend des Stosses
untersucht. Anhand langsamer Elektronen werden korrelierte Mehrfachsto¨ße untersucht.
Im vierten Kapitel werden fu¨r ausgewa¨hlte Sto¨ße aus dem klassischen dynamischen Mo-
dell im Rahmen einer singula¨ren Sto¨rungstheorie fu¨r große und kleine Absta¨nde Na¨he-
rungslo¨sungen mit verschiedenen La¨ngen- und Zeitskalen abgeleitet und in einem U¨ber-
lappgebiet aneinander angeschlossen.
Im fu¨nften Kapitel wird die numerische Lo¨sung der zeitabha¨ngigen 3D-Schro¨dinger-
gleichung in Zylinderkoordinaten mithilfe eines Alternating-Direction-Implicit-Verfahren
(ADI) behandelt. Die Fouriertransformation der Wellenfunktion wird mit einer Schnellen
Fouriertransformation (FFT) berechnet und liefert die Impuls- und die Energieverteilung
der Elektronen.
Im sechsten Kapitel findet das numerische Verfahren seine Anwendung: Gaußsche Wel-
lenpakete werden mit und ohne Laserfeld am Ion gestreut. Die Aufenthalts- und die
Impulswahrscheinlichkeit werden dargestellt. Zur Untersuchung von unkorrelierten und
korrelierten Sto¨ßen werden abstoßende bzw. anziehende Ionen-Potentiale verwendet. Die
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n
n0= ez
θ
eρ
Abbildung 1.1: Stoßgeometrie: n0 ist die Richtung des Gesamtimpulses p0 vor dem Stoß,
n die Richtun g fu¨r den Gesamtimpuls p nach dem Stoß.
Energieverteilungen werden mit der Verteilung aus dem klassischen instantanen Stoßmo-
dell verglichen. Anhand der Gegenu¨berstellung der Spektren fu¨r das abstoßende und das
anziehende Potential wird die Wirkung korrelierter Sto¨ße erkennbar gemacht.
Das siebte Kapiel liefert auf Grundlage der 1. Bornschen Na¨herung Energiespektren, die
zur U¨berpru¨fung der numerischen Ergebnisse aus Kapitel 6 dienen.
1.5 Physikalisches Modell
In dieser Arbeit wird ein monoenergetischer Elektronenstrahl aus negativer z-Richtung
kommend betrachtet, der am Ion im Ursprung gestreut wird. Das elektrische Feld ist in
dieser Arbeit ebenfalls in die z-Richtung linear polarisiert. Die Geometrie fu¨r den Stoß
ist in Abb. 1.1 angegeben: n ist die Richtung des Gesamtimpulses nach dem Stoß und
θ der Ablenkwinkel. In der gesamten Arbeit werden atomare Einheiten verwendet, das
heißt: ~ = me = −qe = 1, wobei der Index e fu¨r Elektron steht und m die Masse und
q die Ladung sind, siehe auch Anhang A. Bis auf Kapitel 4 werden folgende Parameter
verwendet, die durch heutige Freie-Elektronen-Laser erreicht werden ko¨nnen [28]:
• Feldsta¨rke E0 = 0.3 (Intensita¨t I= 3.16 · 1015W/cm2),
• Frequenz ω = 0.3 (Wellenla¨nge λ = 150 nm, Energie ~ω = 8.2eV),
• Driftgeschwindigkeit der Elektronen k0 = 0.7− 2.0 (Energie 6.7 eV- 54.5 eV).
In diesem Geschwindigkeitsbereich kann nichtrelativistisch gerechnet werden. Desweiteren
werden die Ionen in dieser Arbeit aufgrund ihrer im Verha¨ltnis zum Elektron großen Masse
als unbeweglich angenommen. Außerdem ist die Wellenla¨nge um einige Gro¨ßenordnungen
gro¨ßer als der Bohrsche Radius. Deshalb kann in der Dipolna¨herung gerechnet werden und
das elektrische Feld des Lasers als o¨rtlich konstant angesehen werden.
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Klassisches instantanes Stoßmodell:
Unkorrelierte Sto¨ße
Elektron-Ion-Sto¨ße in starken Laserfeldern ko¨nnen durch ein klassisches instantanes Stoß-
modell beschrieben werden [16]. Die Ergebnisse des instantanen Stoßmodells werden hier
als Vergleichsstandard fu¨r das dynamische Modell aus Kapitel 3 kurz zusammengefaßt.
Voraussetzung ist die Annahme, daß die Stoßdauer viel ku¨rzer als die Laserperiode ist.
Der Stoß findet dann bei konstantem Laserfeld statt. Die Dynamik vor dem Stoß ist un-
wichtig, nur die Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt des Stoßes bestimmen die Ablenkung
und den Energieu¨bertrag.
Es werden zuerst die mo¨glichen Impulsu¨bertra¨ge durch den Stoß betrachtet. Im Anschluß
wird die Energieverteilung vorgestellt. Dieses Modell liefert Driften und Energieu¨bertra¨ge
fu¨r unkorrelierte Sto¨ße.
2.1 Impulsbilanz beim instantanen Stoß
In diesem Abschnitt wird zuerst die Impuls- und die Energiebilanz fu¨r einen Coulomb-Stoß
im Laserfeld betrachtet. Hierbei wird noch nichts daru¨ber ausgesagt, welche Elektronen
um welche Winkel abgelenkt werden, sondern nur, welche Impulse im Falle der Energieer-
haltung mo¨glich sind.
Ein Stoß zwischen einem Elektron und einem Ion finde zur festen Stoßzeit tc statt. Die
Impulse des Elektrons vor und nach dem Stoß sind durch p0 bzw. p gegeben:
p0 = k0 + pǫ = p0n0, (2.1)
p = k + pǫ = pn. (2.2)
Hierbei sind k0 und k die Driftimpulse vor bzw. nach dem Stoß, n0 und n bezeichnen die
Einheitsvektoren in Richtung des Gesamtimpulses vor bzw. nach dem Stoß (Abb.1.1). pǫ
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ist der Impuls der Zitterbewegung, hervorgerufen durch das oszillierende elektrische Feld
des Lasers E ,
E(t) = E0 sin (ωt). (2.3)
Integriert man die Bewegungsgleichung fu¨r die Zitterbewegung bis zur Zeit t,
p˙ǫ = −E(t), (2.4)
und fordert, daß keine Driftbewegung stattfindet, erha¨lt man fu¨r den Zitterimpuls mit
(2.3):
pǫ = v0 cosωt (2.5)
=
E0
ω
cosωt. (2.6)
Die Laserphase ist nun wa¨hrend des Stoßes konstant, Φ = ωtc, und die Amplitude der
Oszillationsbewegung v0 ist dabei durch die Frequenz ω und die Laserfeldsta¨rke E0 fest-
gelegt.
Es wird angenommen, daß der einfallende Elektronenstrahl parallel zur Achse des
Feldsta¨rkevektors liegt, k0 ‖ E0 ‖ ez, der Einheitsvektor n0 ist in Richtung der z-Achse
definiert (Abb. 1.1). Somit ist k0 > 0, der Gesamtimpuls p0 vor dem Stoß ha¨ngt jedoch
nach (2.1) und (2.5) von der Laserphase zum Stoßzeitpunkt ab und kann positiv oder
negativ sein.
Wegen der Energieerhaltung beim Stoß gilt: p = p0. Insbesondere ist man an der Driftbe-
wegung nach dem Stoß interessiert, da diese nach adiabatischem Abschalten des Lasers die
verbleibende Bewegungsenergie der Elektronen angibt. Nach (2.2) gilt fu¨r den Driftimpuls
nach dem Stoß:
k = p− pǫ. (2.7)
Diese Beziehung la¨ßt sich grafisch wie in Abb. 2.1 bzw. Abb. 2.3 illustrieren, wobei zwischen
den Fa¨llen pǫ positiv und negativ unterschieden wird. In Abb. 2.1 sind die Driften fu¨r
positive Oszillationsgeschwindigkeiten pǫ dargestellt: Sie liegen auf einem Kreis um den
Mittelpunkt −pǫ auf der z-Achse mit dem Radius k0 + pǫ. Auf der kz-Achse liegt die
Anfangsgeschwindigkeit k0 = k0ez, die Driftgeschwindigkeiten senkrecht dazu werden mit
kρ bezeichnet.
Die betragsma¨ßig kleinste Drift entspricht dem elastischen Fall: Das Elektron besitzt nach
dem Stoß die gleiche Driftgeschwindigkeit k0 in z-Richtung. Fu¨r alle Abweichungen vom
elastischen Fall ergibt sich eine ho¨here Driftgeschwindigkeit als vor dem Stoß, das Elek-
tron wandelt wa¨hrend des Stoßes elektrische Feldenergie in Driftenergie um. Der maxima-
le Energieu¨bertrag findet statt, wenn das Elektron in negative z-Richtung zuru¨ckgestreut
wird. Man hat in diesem Fall einen Driftimpuls von −(k0 + 2pǫ). Die gro¨ßten Energie-
gewinne, d.h. der Kreis mit dem gro¨ßten Radius, ergibt sich fu¨r pǫ = v0. Die Drift der
ru¨ckwa¨rtsgestreuten Elektronen ist in diesem Fall
8
2.1. IMPULSBILANZ BEIM INSTANTANEN STOSS
kρ
k
z
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ε-(k0+2pε)
k0
p k
p
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>0
Abbildung 2.1: Driftimpulse k bei positiver Oszillationsgeschwindigkeit, pǫ > 0, wa¨hrend
des Stoßes.
t
k0
k= -(k0+2v0)
p0(t)
p(t)
Abbildung 2.2: Ru¨ckwa¨rtsstreuung: Maximaler Energiegewinn.
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Abbildung 2.3: Driftimpulse k bei negativer Oszillationsgeschwindigkeit, pǫ < 0, wa¨hrend
des Stoßes.
kmax = −(k0 + 2v0). (2.8)
Diese Drift ergibt sich auch grafisch aus Abb. 2.2, wenn beim Stoß p = −p0 gesetzt und
ein langsam abklingendes elektrisches Feld verwendet wird.
In Abb. 2.3 sind die Driften fu¨r negative Oszillationsgeschwindigkeiten pǫ dargestellt. Fu¨r
kleine Oszillationsgeschwindigkeiten |pǫ| < k0 ( Abb. 2.3 oben) ergibt sich bis auf den
elastischen Fall fu¨r alle Streurichtungen Energieverlust, die Driften sind betragsma¨ßig
kleiner als k0. Sie liegen auf einem Kreis mit dem Radius k0 + pǫ um −pǫ auf der z-
Achse. Den maximalen Energieverlust erha¨lt man im Fall pǫ = −v0. Der kleinste Kreis hat
dann den Radius k0 − v0 und ist um −v0 auf der z-Achse zentriert.
Im Fall |pǫ| > k0 ( Abb. 2.3 unten) wird das Elektron aus positiver z-Richtung kommend
am Ion gestreut, es ergibt sich ein Kreis mit Geschwindigkeiten, die betragsma¨ßig gro¨ßer
sind als k0. In diesem Fall nimmt das Elektron wa¨hrend des Stoßes Energie auf. Der Ra-
dius des Kreises, auf dem die Driften liegen, betra¨gt −pǫ − k0 und ist um −pǫ auf der
z-Achse zentriert. Die erwa¨hnten Fa¨lle fu¨r bestimmte Stoßphasen sind in Abb. 2.4 zusam-
men eingetragen. Hierbei wird zwischen schnellen Elektronen mit k0 > v0 und langsamen
Elektronen mit k0 < v0 unterschieden. Die roten Kreise sind Driften mit resultierendem
Energiegewinn, die blauen Driften mit Energieverlust.
Im Fall schneller Elektronen liegen die mo¨glichen Driftimpulse innerhalb der Fla¨che, die
von dem gro¨ßten bzw. kleinsten Kreis eingeschlossen wird. Die Ra¨nder des Gebietes werden
im Folgenden auch als Cutoffs bezeichnet. Im instantanen Stoßmodell sind weder außer-
noch innerhalb der Cutoffs Endzusta¨nde erlaubt.
Im Fall langsamer Elektronen ist der große Cutoff-Kreis derselbe wie bei den schnellen
Elektronen, der innere Kreis wird ausgefu¨llt, es kann also bei bestimten Laserphasen zu
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kρ
k
z
-k0 k0
-(2v0+k0)
2|v0|-k0
k0>v0
-k0
kρ
k
z
-(2v0+k0)
k0
2v0-k0
k0<v0
Abbildung 2.4: Oben: Driften fu¨r schnelle Elektronen mit k0 > v0 fu¨r verschiedene Laser-
phasen. Phasen mit Energiegewinn: rot, Energieverlust: blau.
Unten: Driften fu¨r langsame Elektronen mit k0 < v0 fu¨r verschiedene Laserphasen. Phasen
mit Energiegewinn: rot, Energieverlust: blau.
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ρ
z
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Abbildung 2.5: Anfangspositionen der Elektronen (ρ0, z0). Eine Farbe repra¨sentiert einen
Stoßparameter ρ0.
starkem Abbremsen kommen bis zum Falle einer verschwindenden Drift fu¨r pǫ = −k0.
Hinzu kommt der kleine Kreis mit Energiegewinnen fu¨r zuru¨ckgestreute Elektronen.
2.2 Anfangsbedingungen und resultierende Ge-
schwindigkeiten
Im Folgenden sollen verschiedene Anfangsbedingungen der Elektronen betrachtet werden
und ihr Einfluß auf das Ergebnis der Driften nach dem Stoß. Die Frage, welcher Ablenkwin-
kel und welche Driftgeschwindigkeit fu¨r vorgegebene Werte des Stoßparameters b und der
Oszillationsgeschwindigkeit pǫ auftreten, soll beantwortet werden. Hierzu betrachte man
ein Ensemble von Anfangsbedingungen, wie es in Abb. 2.5 dargestellt ist: Die Positionen
der Elektronen vor dem Stoß seien durch z0 und ρ0 gegeben. Elektronen mit dem gleichen
Stoßparameter ρ0 = b werden mit einer bestimmten Farbe gekennzeichnet, z. B. rot fu¨r den
kleinen Stoßparameter b = 0.002 oder gelb fu¨r einen gro¨ßeren, b = 0.1. Fu¨r einen festen
Stoßparameter werden nun die Anfangsorte z0 variiert. Man nimmt an, daß das Elektron
vor dem Stoß unabgelenkt und geradlinig auf das Ion zufliegt und je nach Abstand z0 zu
einem bestimmten Kollisionszeitpunkt t sto¨ßt. Jeder Abstand z0 repra¨sentiert also eine
bestimmte Laserphase bzw. eine Oszillationsgeschwindigkeit pǫ. Die Absta¨nde z0 werden
so gewa¨hlt, daß alle Oszillationsgeschwindigkeiten −v0, ..., 0, ..., v0 beru¨cksichtigt werden.
Die Driften nach dem Stoß lassen sich nun folgendermaßen mit den Anfangsbedingungen
formulieren: Nach (2.7) ergibt sich fu¨r diese mit der Energieerhaltung p = p0 und (2.2)
k = p0n− pǫez (2.9)
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mit
p0 = k0 + pǫ, pǫ = v0 cosΦ, v0 = E0/ω. (2.10)
Mit dem Vektor n = (sinΘ, cosΘ), Abb. 1.1, erha¨lt man also fu¨r die Komponenten der
Driftgeschwindigkeit entlang der Einfallsrichtung ez und senkrecht dazu in eρ-Richtung:
kz = −pǫ + p0 cosΘ (2.11)
kρ = p0 sinΘ. (2.12)
Der Ablenkwinkel Θ la¨ßt sich asymptotisch (|r| → ∞) fu¨r einen Coulomb-Stoß durch den
Stoßparameter b und den Anfangsimpuls p0 ersetzen, was aus der klassischen Mechanik
bekannt ist ([30]):
Θ = 2 arctan (
1
bp20
). (2.13)
Hiermit werden die Driften k fu¨r verschiedene Stoßparameter b und Stoßphasen Φ = ωtc
bzw. Absta¨nde z0 ausgewertet.
In Abb. 2.6 ist die Driftgeschwindigkeit k fu¨r schnelle Elektronen dargestellt mit k0 =
2.5v0. Eine farbige Kurve repra¨sentiert Sto¨ße mit konstantem Stoßparameter. Die Punk-
te auf einer Kurve geho¨ren zu verschiedenen Stoßphasen. Die Sto¨ße mit der schnellsten
Endgeschwindigkeit werden durch den großen, die mit der kleinsten durch den kleinen
gepunkteten Kreis begrenzt. Sie entsprechen den Cutoff-Energien. Außerhalb des großen
und innerhalb des kleinen Kreises sind keine Driften erlaubt. (Die Kreise sind aufgrund
der verschiedenen Skalen ein wenig verzerrt).
Die gro¨ßten Energieu¨bertra¨ge erha¨lt man im Fall sehr kleiner Stoßparameter b, hierbei
werden die Elektronen nahezu zuru¨ckgestreut. Dies ist aus der Streutheorie bekannt: Ein
kleiner Stoßparameter bedeutet einen großen Ablenkwinkel. Sind die Stoßparameter sehr
groß, werden die Elektronen nur schwach abgelenkt, die Energieu¨bertragung ist gering. Es
handelt sich um nahezu elastische Streuung. Fu¨r den Stoßparameterbereich dazwischen
erha¨lt man teilweise gro¨ßere Driften in die senkrechte kρ-Richtung.
In Abb. 2.7 sind die Driften fu¨r langsame Elektronen dargestellt, hierbei ist k0 = 0.7v0.
Man erha¨lt ein a¨hnliches Bild wie im Fall der schnellen Elektronen: Ein großer Kreis be-
grenzt die gro¨ßten Energieu¨bertra¨ge. Der verbotene Bereich des inneren Kreises im Fall
schneller Elektronen wird hier jedoch nun ausgefu¨llt, die Elektronen ko¨nnen vollsta¨ndig
abgebremst werden. Hinzu kommt ein kleiner Kreis, der Sto¨ße mit negativem Impuls p0
repra¨sentiert: Die Elektronen kommen aus positiver z-Richtung und erhalten einen Ener-
gieu¨berschuß.
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Abbildung 2.6: Driftgeschwindigkeiten schneller Elektronen fu¨r verschiedene Stoßparame-
ter. Eine Farbe kennzeichnet die Driftimpulse, die fu¨r den angegeben Wert des Stoßpara-
meters auftreten. Die Driftgeschwindigkeit vor dem Stoß ist k0/v0 = 2.5.
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Abbildung 2.7: Driftgeschwindigkeiten langsamer Elektronen fu¨r verschiedene Stoßpara-
meter. Eine Farbe kennzeichnet die Driftimpulse, die fu¨r den angegeben Wert des Stoßpa-
rameters auftreten. Die Driftgeschwindigkeit vor dem Stoß ist k0/v0 = 0.7.
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2.3 Energie-Spektrum
Im Rahmen des Modells der instantanen Sto¨ße wird nun eine Energieverteilung berechnet
[16]. Mit Hilfe der klassischen Energieverteilung la¨ßt sich in diesem einfachen Modell der
Anteil der schnellen Elektronen in einem Plasma abscha¨tzen.
Es wird ein Elektronenstrahl mit der Dichte 1 parallel zur E-Feld-Achse, d.h. zur z-Achse,
betrachtet. Die differentielle Streurate dr und ihre Abha¨ngigkeit vom Raumwinkelelement
dΩ und dem Laserphasenelement dΦ wa¨hrend des Stoßes lautet [16]
d2r
dΩdΦ
= |p0| dσ
dΩ
w(Φ). (2.14)
Hierbei ist p0 = k0 + pǫ der Impuls vor dem Stoß. Die Wahrscheinlichkeit w(Φ) =
1
π
bedeutet, daß jede Stoßphase gleichwahrscheinlich ist. Diese einfache Annahme ist cha-
rakteristisch fu¨r das instantane Modell: Zu einem zufa¨lligen festen Zeitpunkt sto¨ßt das
Elektron und entfernt sich danach vom Ion.
Fu¨r den differentiellen Wirkungsquerschnitt dσ
dΩ
benutzt man den bekannten Rutherford-
Streuquerschnitt
dσ
dΩ
=
Z2
4p40 sin
4 (Θ/2)
, (2.15)
mit Z als Kernladungszahl. Um die Energieverteilung zu berechnen, wird der Energieu¨bert-
rag ∆ = 1
2
(k2 − k20) verwendet und durch den Ablenkwinkel Θ (Abb. 1.1) ausgedru¨ckt:
∆ =
1
2
(k2 − k20) (2.16)
=
1
2
(k + k0)(k − k0) (2.17)
=
1
2
(p− 2pǫ + p0)(p− p0) (2.18)
= 2p0pǫ sin
2(Θ/2). (2.19)
Hierbei wird wieder von einem elastischen Stoß mit p = p0 ausgegangen.
Ersetzt man nun in (2.15) sin2(Θ/2) durch den Ausdruck in (2.19) und das Raumelement
dΩ durch
dΩ = dφ sinΘdΘ = dφ sinΘ
1
p0pǫ sinΘ
d∆ = dφd∆
1
p0pǫ
, (2.20)
dann ergibt sich nach trivialer Integration u¨ber den Raumwinkel φ die Streurate in
Abha¨ngigkeit vom Energieu¨bertrags-Intervall d∆ und Laserphasen-Intervall dΦ:
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dr =
2|pǫ|
p20
Z2
∆2
dΦd∆. (2.21)
Die Integration u¨ber die Laserphasen kann analytisch ausgefu¨hrt werden und fu¨hrt zu dem
Ausdruck [25]
r(∆) =
2
∆2
∆I(∆, v0, k0), (2.22)
wobei fu¨r Geschwindigkeiten k0 > 2v0 gilt
∆I =
k0
√
v20 − (p+)2
(k20 − v20)(k0 + p+)
− 2v
2
0
(k20 − v20)3/2
(2.23)
×
[
arctan
(√
(k0 − v0)(v0 − p+)
(k0 + v0)(v0 + p+)
)
− π
2
Θ(−∆)
]
,
mit p+ = −k0
2
+
√
k20
4
+ ∆
2
und Θ(x) als der Thetafunktion.
Letztlich muß nun die Streurate noch auf eine gesamte Streurate normiert werden:
rtot =
∫
r(∆)d∆. Dies fu¨hrt zu der Energieverteilung
F (E) =
r(∆)
rtot
, E = ∆+
1
2
k20, (2.24)
mit der Normierung
∫
F (E)dE = 1. (2.25)
In Abb. 2.8 ist das Energiespektrum fu¨r zwei verschiedene Anfangdriftimpulse k0 = 2 und
k0 = 3 dargestellt. Als Schwingungsgeschwindigkeit wird v0 = 1 verwendet. Man erkennt
die Peaks der elastischen Streuung bei E0 = k
2
0/2. In dieser Arbeit wurde das Spektrum
bis auf ein gewisses ∆E nahe an die elastische Energie E0 ausgewertet, hierbei ist wie in
der Arbeit [25] ∆E = 2Z
2ω2
v0(k0+v0)3
gewa¨hlt. Den elastischen Fall muß man aussparen, da dies
gleichbedeutend mit einem Ablenkwinkel von 0 und einem Divergieren des Wirkungsquer-
schnitts in (2.15) ist.
Am wahrscheinlichsten sind die Sto¨ße im elastischen Bereich: In dem Elektronenstrahl,
von dem hier ausgegangen wird, werden nur die nahe an der z-Achse einfliegenden Elek-
tronen stark abgelenkt und ko¨nnen dabei Energie aufnehmen bzw. abgeben. Die Anzahl
der Elektronen steigt allerdings fu¨r gro¨ßere Absta¨nde von der Achse und somit fu¨r Sto¨ße
mit kleineren Ablenkwinkeln und geringerem Energietransfer. Die Energien des Plateaus
geho¨ren zu den Sto¨ßen, bei denen die Elektronen Energie abgeben ((k0−2v0)2/2 ≤ E ≤ E0)
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bzw. aufnehmen (E0 ≤ E ≤ (k0+2v0)2/2). Bei der Energie Ecut = (k0+2v0)2/2 besitzt die
Verteilung seinen Cutoff, der den schnellsten Elektronen zuzurechnen ist, die ru¨ckwa¨rts
gestreut werden und dessen Schwingungsimpuls wa¨hrend des Stoßes maximal zum Ion
gerichtet ist, pǫ = v0.
Integriert man die Verteilung u¨ber ho¨here Energien, E > Ec, erha¨lt man den Anteil
der schnellen Elektronen nhot =
∫ Ecut
Ec
dEF (E). Als Schwelle fu¨r die Energie der schnellen
Elektronen wurde Ec = E0+3Up verwendet, wobei Up das ponderomotorische Potential ist,
Up =
1
4
v20. (Das ponderomotorische Potential ist die mittlere kinetische Schwingungsenergie
eines freien Elektrons im periodischen elektrischen Feld.)
Es ergibt sich ein Anteil schneller Elektronen nhot ≈ 5.4 · 10−4 fu¨r v0 = 1, k0 = 2 und
ω = 0.3 sowie nhot ≈ 4.1 · 10−4 bei k0 = 3. Die schnellen Elektronen ko¨nnen, auch bei
einer relativ kleinen Anzahl, wichtige sekunda¨re Reaktionen wie z. B. Ro¨ntgenemissionen
in Clustern [24] auslo¨sen.
Interessant ist, daß in diesem instantanen klassischen Modell ein Energie-Plateau erscheint,
welches bereits im Zusammenhang mit den ATI-Pha¨nomenen in der Einleitung (Kapitel
1) angesprochen wurde. In den quantenmechanischen Rechnungen erha¨lt man in der 1.
Bornschen Na¨herung dieselben Energiecutoffs wie im hier beschriebenen klassischen in-
stantanen Stoßmodell (Kapitel 7) .
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Abbildung 2.8: Energiespektrum im Fall instantaner klassischer Coulomb-Sto¨ße mit An-
fangsgeschwindigkeiten k0 = 2 und k0 = 3, Schwingungsgeschwindigkeit v0 = 1. Die Peaks
stellen die elastischen Sto¨ße ohne Energieu¨bertrag dar, E0 = k
2
0/2. Energieverlust: Die klei-
neren Energien im Plateau zwischen (k0 − 2v0)2/2 und E0. Energiegewinn: Die gro¨ßeren
Energien zwischen E0 und (k0 + 2v0)
2/2.
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Klassisches dynamisches Stoßmodell:
Korrelierte Sto¨ße
Wa¨hrend im vorherigen Kapitel der Coulomb-Stoß zu einem festen Zeitpunkt betrachtet
wurde, wobei die Laserphase und der Stoßparameter die Energie der gestreuten Elektronen
festlegten, soll nun die gesamte Dynamik des Stoßes im Ion-Potential und im Laserfeld nach
einem klassischen dynamischen Stoßmodell betrachtet werden. Das dynamische Modell
beinhaltet auch korrelierte Mehrfachsto¨ße.
Es werden die Bahnkurven und die Driftgeschwindigkeiten der Elektronen mit denen des
instantanen Modells verglichen. Dabei werden Beschleunigungseffekte im Laserfeld und
Teilcheneinfang mit korrelierten Mehrfachsto¨ßen aufgezeigt.
3.1 Modell der dynamischen Sto¨ße
In diesem Modell wird wie in der Arbeit [22] die Bewegung des Elektrons im Ion-Potential
und im Laserfeld als klassische Bahnbewegung behandelt. Die Newtonsche Bewegungsglei-
chung lautet
dr
dt
= v, (3.1)
dv
dt
= −Zr
r3
− E(t), (3.2)
wobei das elektrische Feld wie zuvor nur eine Komponente besitzt,
E = (0, 0, E0 sin(ωt)) , (3.3)
und Z die Kernladungszahl bezeichnet. In diesem Kapitel wird stets Z=+1, also ein Was-
serstoffion, behandelt.
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Dieses Gleichungssystem wurde numerisch mit einem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
fu¨r eine Anzahl verschiedener Anfangsbedingungen gelo¨st. Da das Elektron fu¨r kleine
Stoßparameter sehr nah an den Ursprung gelangt und die Coulomb-Kraft in (3.2) fu¨r
r → 0 divergiert, wird eine variable Schrittweite fu¨r die Zeit verwendet.
Als Anfangsbedingung wurde wie im letzten Kapitel ein Ensemble homogen verteilter
Elektronen (Abb. 2.5) verwendet: Die Elektronen befinden sich zum Zeitpunkt t = 0 in
der x-z-Ebene und besitzen die Anfangsgeschwindigkeit k0 in z-Richtung, dazu wird die
Schwingungsgeschwindigkeit v0 addiert. Das elektrische Feld aus (3.3) ist zum Zeitpunkt
t = 0 Null. Die Bewegung bleibt in der x-z-Ebene, da das elektrische Feld des Lasers auch
nur in die z-Richtung gerichtet ist.
Die x-Komponente, also die Richtung senkrecht zur Einschußrichtung und zur Feldsta¨rke-
richtung, wird nach Konvention fu¨r Zylinderkoordinaten als ρ bezeichnet. Fu¨r die An-
fangsorte und Anfangsgeschwindigkeiten gilt somit:
r(0) = (ρ0, 0, z0) , (3.4)
v(0) = (0, 0, k0 + v0) ,
wobei ρ0 von 0.001 bis 10 und z0 zwischen −k0 τ2 und −k0 τ2 + ∆z mit ∆z = k0T variiert
wird. Hierbei ist τ = nT die Zeitdauer von n Laserperioden. In diesem Abschnitt werden
n = 6 Perioden verwendet. Fu¨r die Laserperiode T gilt hierbei T = 2π
ω
, wobei ω = 0.3
betra¨gt, was einer Wellenla¨nge von 150 nm entspricht. Durch die Wahl des Intervalls von z0
wird erreicht, daß die Elektronen bei gleichfo¨rmiger Bewegung unter Vernachla¨ssigung der
Coulomb-Kraft im Ursprung beim Ion so eintreffen, daß dabei alle Laserphasen zwischen
0 und 2π beru¨cksichtigt werden.
3.2 Kramers-Henneberger-System
Da man insbesondere an den Driftgeschwindigkeiten nach Ende der Kollision interessiert ist
und davon ausgeht, daß das Laserfeld irgendwann abklingt, lohnt es sich, vom Laborsystem
in das Kramers-Henneberger-System (KH-System) ([34] und [35]) zu wechseln.
Das KH-System ist ein mit der Zitterbewegung ξ des Elektrons im elektrischen Feld mit-
bewegtes Bezugssystem. Im KH-System hat das Elektron die Ortskoordinate r˜, im Labor-
system r. Die beiden Systeme sind durch die Transformationsvorschrift
r˜ = r − ξ, ξ¨ = −E(t), (3.5)
verbunden.
Hiermit transformiert sich die Bewegungsgleichung des Elektrons im Laborsystem (3.1),
r¨ = −∇φ(r)− E(t), (3.6)
21
KAPITEL 3. KLASSISCHES DYNAMISCHES STOSSMODELL: KORRELIERTE
STO¨SSE
in die Gleichung im KH-System:
¨˜r = −∇φ(r˜ + ξ(t)). (3.7)
Dies bedeutet, daß die Zeitabha¨ngigkeit des elektrischen Feldes durch ein oszillierendes
Ion-Potential φ dargestellt wird.
Fu¨r die gesuchten Driftgeschwindigkeiten k lohnt es sich, noch einmal auf die Driftge-
schwindigkeit im instantanen Modell zuru¨ckzublicken. Dort galt fu¨r die Driftgeschwindig-
keit nach (2.6) und (2.7):
k = p− pǫ = p−
E0
ω
cos(ωt). (3.8)
Identifiziert man den Gesamtimpuls oder in atomaren Einheiten auch die Gesamtgeschwin-
digkeit p mit r˙, dann erha¨lt man fu¨r die Driftgeschwindigkeit nach (3.5):
k = r˙ − E0
ω
cos(ωt) = ˙˜r. (3.9)
3.3 Schnelle Elektronen
In diesem Abschnitt werden die Bewegungen schneller Elektronen behandelt. Hierbei wer-
den Anfangsgeschwindigkeiten k0 gro¨ßer als die Oszillationsgeschwindigkeiten v0 betrach-
tet. Als Feldsta¨rke wird hier E0 = 0.3, als Frequenz ω = 0.3 und als Anfangsgeschwindigkeit
k0 = 2.5v0 verwendet.
In Abb. 3.1 oben sind die Bahnen der Elektronen im KH-Sytem fu¨r ρ0 = 0.5 abgebil-
det. Hierbei wurden vier verschiedene Anfangsbedingungen z0 gewa¨hlt. Diese entsprechen
ungefa¨hr den Oszillationsgeschwindigkeiten pǫ = v0, pǫ = −v0 und pǫ = 0 wa¨hrend des
Stoßes. Statt der Koordinate z˜ im KH-System wird aus praktischen Gru¨nden z verwendet.
In derselben Abbildung unten sind die zugeho¨rigen Driften abgebildet. Die vier speziell
ausgewa¨hlten Fa¨lle sind farbig durch Pfeile gekennzeichnet. Neben den vier Fa¨llen sind hier
nun alle mo¨glichen Anfangsorte z0 aus dem oben erwa¨hnten Intervall zwischen −k0 τ2 und
−k0 τ2 +∆z mit ∆z = k0T vertreten, so daß alle Laserphasen wa¨hrend des Stoßes erreicht
werden. Die zugeho¨rigen Endgeschwindigkeiten werden durch Punkte in der Geschwin-
digkeitsebene dargestellt, die die geschlossene schwarze Kurve darstellen. Die mo¨glichen
Geschwindigkeiten nach dem instantanen Stoßmodell sind ebenfalls eingezeichnet (Oran-
ge).
Um die Bewegung und die Geschwindigkeit des Elektrons wa¨hrend des Stoßes zu betrach-
ten, sei an die oszillierende Bewegung des Elektrons nach (3.5) erinnert, ξ¨ = −E(t). Fu¨r
die Zitterbewegung, die entlang der z-Richtung stattfindet, gilt:
ξ˙ =
E0
ω
cos (ωt) = pǫ, (3.10)
ξ =
E0
ω2
sin (ωt) = ξ0 sin (ωt). (3.11)
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Abbildung 3.1: Oben: Bahnen der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und festem
Achsenabstand ρ0: E0 = ω = 0.3, ρ0 = 0.5, k0 = 2.5v0. Unten: Zugeho¨rige Driften der
Elektronenbahnen sind farbig gekennzeichnet. Punkte auf der schwarzen Kurve repra¨sen-
tieren Endgeschwindigkeiten zu allen Anfangsorten z0 zwischen −k0 τ2 und −k0 τ2 +∆z mit
∆z = k0T .
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Abbildung 3.2: Oszillationsbewegung des Elektrons wa¨hrend einer Laserperiode: Zitterbe-
wegung ξ(t) und Zittergeschwindigkeit ξ˙(t).
Die Oszillationsbewegung wa¨hrend einer Schwingungsphase ist in Abb. 3.2 dargestellt. Die
vier Zeitpunkte sind farbig gekennzeichnet und lassen sich so mit Abb. 3.1 vergleichen.
Betrachtet man in den Abbildungen Abb. 3.1 und Abb. 3.2 den ersten Fall ξ˙ = v0 (rot),
erkennt man eine gute U¨bereinstimmung der Driften mit dem instantanen Fall: Bei einem
Stoß mit maximaler Oszillationsgeschwindigkeit ξ˙ = v0 in Ion-Richtung wird die meiste
Energie u¨bertragen, erkennbar an der La¨nge des Pfeiles in der Geschwindigkeitsebene.
Im 2. Fall ξ˙ = −v0 (schwarz) wird das Elektron wa¨hrend des Stoßes maximal durch das
Laserfeld gebremst und die Energie des Elektrons nach dem Stoß ist am kleinsten.
Im 3. und 4. Fall, ξ˙ = 0, (gru¨n und blau) treten nun Unterschiede zum Ergebnis des
instantanen Modells auf, in dem beide Fa¨lle dieselbe Endgeschwindigkeit besitzen. Im
dynamischen Modell erkennt man, daß die beiden verschieden groß sind. In der Geschwin-
digkeitsverteilung wird aus der durchgezogenen Linie des instantanen Modells eine Bana-
nenform.
Der Unterschied liegt an der Dynamik und der verschieden großen Auslenkung ξ(t)
wa¨hrend des Stoßes. Die Oszillationsgeschwindigkeit ist dabei bei beiden gleich Null ,
siehe Abb.3.2. Der Fall ξ > 0 (blau) bedeutet, daß das Elektron sich ra¨umlich vor der
Driftbewegung befindet. Im KH-System in Abb. 3.1 bedeutet dies unter Beru¨cksichtigung
von (3.7), daß sich das Potential, also das Ion, im negativen z˜- Bereich befindet. Der Stoß
findet ra¨umlich und zeitlich fru¨her statt. Im Fall ξ < 0 (gru¨n) bewegt sich das Elektron bis
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Abbildung 3.3: Driften der schnellen Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und Ach-
senabsta¨nde ρ0: E0 = ω = 0.3, k0 = 2.5v0. Eine Farbe repra¨sentiert einen Achsenabstand
ρ0.
kurz vor dem Stoß weg vom Ion bis es maximal ausgelenkt und dann bei verschwinden-
der Oszillationsbewegung und maximaler Auslenkung ξ = −ξ0 sto¨ßt. Man erkennt an der
Geschwindigkeitsverteilung, daß dieser retardierte Stoß mit ξ < 0 mehr Energie u¨bertra¨gt
als der avancierte Stoß mit ξ > 0. Wegen der la¨ngeren Stoßdauer kann das Elektron
mehr Energie aus dem Feld aufnehmen. Die Aufspaltung der Geschwindigkeitsverteilung
in eine Bananenform aufgrund der Coulomb-Effekte wird in Kapitel 4 sto¨rungstheoretisch
behandelt.
In Abb. 3.3 sind die Driften fu¨r verschiedene Anfangs-Achsenabsta¨nde ρ0 des Ensembles
dargestellt. Zusa¨tzlich sind die (in dieser Darstellung etwas verzerrten) Cutoff-Kreise fu¨r
maximale und minimale Geschwindigkeiten aus dem instantanten Modell eingezeichnet.
Man erkennt fu¨r diesen Fall der schnellen Elektronen, daß das instantane Modell fu¨r kleine
Stoßparameter so sehr gut ist, vgl. Abb. 2.6. Dies war zu erwarten, da die Wechselwir-
kung mit dem Ion nur kurz und das Laserfeld wa¨hrend des Stoßes nahezu konstant ist.
Fu¨r gro¨ßere Stoßparameter macht sich die endliche Dauer des Stoßes bemerkbar und man
erha¨lt eine bananenfo¨rmige Verteilung. Trotzdem beschreibt das instantane Modell die
Cutoffs gut (großer und kleiner Kreis). Nur im Fall kleiner Stoßparameter werden gro¨ßere
Energien u¨bertragen. Je gro¨ßer die Stoßparameter werden, desto geringer wird der Ener-
gieaustausch. Fu¨r die großen Absta¨nde ρ0 ist das Endergebnis nahezu unbha¨ngig von der
Anfangsbedingung z0.
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Abbildung 3.4: Driften der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und Achsen-
absta¨nde ρ0: E0 = ω = 0.3, k0 = 1.5v0. Eine Farbe repra¨sentiert einen Achsenabstand
ρ0.
3.4 Langsame Elektronen
Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß fu¨r schnelle Elektronen und fu¨r kleine Stoßpa-
rameter der Stoß instantan beschrieben werden kann und fu¨r gro¨ßere Stoßparameter die
Coulomb-Effekte deutlich werden, was man anhand der Bananenform in der Geschwindig-
keitsverteilung erkennen kann. In Abb. 3.4 und Abb. 3.5 werden nun kleinere Geschwin-
digkeiten betrachtet: k0 = 1.5v0 bzw. k0 = 0.7v0. Hierbei sind wieder die Driften nach dem
Stoß fu¨r verschiedene Achsenabsta¨nde (gekennzeichnet durch verschiedene Farben) und
verschiedene Anfangsorte z0 auf der z-Achse dargestellt. In beiden Abbildungen erkennt
man fu¨r kleinere ρ0 ebenfalls eine Bananenform, wa¨hrend sich fu¨r gro¨ßere die Struktur
vera¨ndert. Besonders gut erkennt man dies in Abb. 3.5 fu¨r k0 = 0.7v0: Die Formen der far-
bigen Kurven sind nicht mehr geschlossen, sondern brechen bei bestimmten Anfangsorten
z0 auf und man erha¨lt dort chaotisch verteilte Driften.
In Abb. 3.6 wird die Bewegung fu¨r k0 = 0.7v0 und einen festen Achsenabstand ρ0 = 1
untersucht: Oben sind wieder die Bahnen fu¨r vier ausgewa¨hlte Anfangsorte z0 dargestellt.
Dabei haben diese wa¨hrend der Kollision folgende Eigenschaften:
a) Maximale Oszillationsgeschwindigkeit: ξ˙ = v0, ξ = 0 (blau),
b) retardierter Stoß: ξ˙ = 0, ξ < 0 (rot),
c) avancierter Stoß: ξ˙ = 0, ξ > 0 (gru¨n),
d) retardierter Stoß: ξ˙ = 0, ξ < 0 (braun). Doppelkollision: Korrelierter Stoß.
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Abbildung 3.5: Driften der langsamen Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und
Achsenabsta¨nde ρ0: E0 = ω = 0.3, k0 = 0.7v0.
Im unteren Teil der Abb. 3.6 sind die zugeho¨rigen Driften durch Pfeile gekennzeichnet,
dazu sind alle anderen z0 beru¨cksichtigt. Im Geschwindigkeitsbild erkennt man, wie die
geschlossene Form der Bananenform aufgespalten wird: Bereiche regula¨rer Bewegung fu¨r
gewisse Anfangsbedingungen z0 (blau, rot, gru¨n) und dann Aufbrechen bei bestimmten
z0. In d) erkennt man den Einfang des Teilchens, was zu einem korrelierten Doppelstoß
fu¨hrt. Die Doppelkollisionen bilden einen eigenen Ast. Sie sind auch regula¨r, das heißt
bei einer kleinen Vera¨nderung der Anfangsbedingung z0 ist das Ergebnis ein benachbarter
Punkt auf dem Ast der Doppelkollisionen. Nur im U¨bergangsbereich zwischen einfachen
und zweifachen Sto¨ßen treten chaotische Bereiche auf, innerhalb deren die Endgeschwin-
digkeiten starke Streuungen aufweisen. Der elastische Bereich um kz = 0.7v0 bzw. |k| = 0.7
ist in diesem Fall der langsamen Elektronen nahezu nicht vertreten, stattdessen werden die
Elektronen im Gegensatz zu den schnellen bei diesem Achsenabstand ρ0 in alle Energiebe-
reiche gestreut. Vergleicht man die Fa¨lle a) und b), so la¨ßt sich feststellen, daß im Fall des
retardierten Stoßes (rot), also des Stoßes, bei dem das Elektron lange vom Ion angezogen
wird, die Energie am Ende gro¨ßer ist als im Falle maximaler Oszillationsgeschwindig-
keit (blau). Im instantanen Grenzfall fu¨r schnelle Elektronen war dies noch umgekehrt,
da dort ausschließlich die Geschwindigkeit wa¨hrend des Stoßes entscheidend ist und die
meiste Energie im Fall a) u¨bertragen wird. Man kann also feststellen, daß bei geringer
Variation der Anfangsbedingung, hier des Abstandes z0, die Sto¨ße sich stark voneinander
unterscheiden und somit jeder Zeitpunkt vor dem Stoß einen wichtigen Beitrag auf das
Endresultat leistet. Im instantanen Modell war die Endgeschwindigkeit allein durch einen
Stoßzeitpunkt bestimmt.
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Abbildung 3.6: Oben: Bahnen der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und festen
Achsenabstand ρ0 = 1. z0 ist so gewa¨hlt, daß bei der Kollision a) ξ˙ = v0, b) ξ˙ = 0, ξ < 0,
c) ξ˙ = 0, ξ > 0 und d) eine Doppelkollision stattfindet. E0 = ω = 0.3, k0 = 0.7v0. Unten:
Zugeho¨rige Driften. Die schwarze Kurve beinhaltet alle Anfangsorte z0.
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Kapitel 4
Klassisches dynamisches Stoßmodell:
Sto¨rungsrechnung
In diesem Kapitel wird die klassische Bewegung des Elektrons im Ion-Potential und im
Laserfeld sto¨rungstheoretisch behandelt. Die Sto¨rungstheorie dient zur Erkla¨rung fu¨r die
Entstehung der Bananenform im dynamischen Stoßprozess, wie er in Kapitel 3 darge-
stellt worden ist. In Analogie zu Grenzschichtstro¨mungen in der Hydrodynamik wird eine
singula¨re Sto¨rungstheorie mit unterschiedlichen La¨ngen- und Zeitskalen angewandt [31].
Dabei wird die Bewegung des Elektrons in eine Bewegung innerhalb und außerhalb ei-
nes definierten Abstands vom Ursprung aufgespalten, die beiden Lo¨sungen in 0. und 1.
Ordnung der Sto¨rungrechnung werden aneinander angeschlossen.
4.1 Bewegungsgleichung
In atomaren Einheiten gilt fu¨r die Bewegung des Elektrons wie in (3.1):
r¨ = − r
r3
− E0 sin (ωt)ez. (4.1)
Um die relative Gro¨ße des Coulomb- und des Laserfeldes angeben zu ko¨nnen, ist es hilfreich,
dimensionslose Variablen t′ = t/t⋆ und r′ = r/r⋆ mit natu¨rlichen Skalenfaktoren t⋆ und r⋆
einzufu¨hren:
r¨′ = − t
⋆2
r⋆3
r′
r′3
− E0 t
⋆2
r⋆
sin (ωt⋆t′)ez. (4.2)
In der Arbeit [22] werden dimensionslose Gleichungen verwendet, indem fu¨r die La¨nge
r⋆ =
√
1
E0 (4.3)
und die Zeit
29
KAPITEL 4. KLASSISCHES DYNAMISCHES STOSSMODELL:
STO¨RUNGSRECHNUNG
t⋆ =
1
ωg
= E0−3/4 (4.4)
gesetzt werden. Beim Abstand r⋆ sind gerade das elektrische Feld des Ions und das des
Lasers gleichgroß (E0 = 1r⋆2 ). ωg ist dabei die Umlauffrequenz eines Elektrons, das sich auf
einer Bahn im Abstand r⋆ bewegt (mit dem Kra¨ftegleichgewicht ω2r⋆ = E0).
Mit diesen Ersetzungen ergibt sich die Bewegungsgleichung
r¨′ = − r
′
r′3
− sin (Ωt′)ez. (4.5)
Die dimensionslose Gleichung besitzt nur einen freien Parameter
Ω =
ω
ωg
=
(
ω4
E30
)1/4
, (4.6)
der von der Feldsta¨rke und der Frequenz abha¨ngt.
Wie erwartet reduziert sich das Problem fu¨r sehr kleine Frequenzen ω auf den statischen
Fall. Physikalisch gleichwertig dazu sind hohe Feldsta¨rken E0. Im Fall des verschwindenden
Ω la¨ßt sich das Problem mit dem instantanen Stoßmodell behandeln.
Fu¨r die folgende Sto¨rungstheorie werden zwei andere Skalierungen verwendet, die geeignet
sind, die Bewegung in eine a¨ußere und eine innere Lo¨sung der Gleichung (4.2) aufzuspalten.
1.) Laserfeld-Skalierung: A¨ußerer Bereich
Als La¨ngeneinheit wird die Oszillationsamplitude des Elektrons im Laserfeld verwendet,
r⋆ = ξ0 = E0/ω2, (4.7)
sowie als Zeiteinheit
t⋆ = 1/ω. (4.8)
Setzt man dies in (4.2) ein, erha¨lt man
r¨′ = −ǫ r
′
r′3
− sin (t′)ez, (4.9)
mit dem Parameter
ǫ =
ω4
E30
= Ω4. (4.10)
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2.) Stoß-Skalierung: Innerer Bereich
Als La¨ngeneinheit wird der Stoßparameter b⊥ verwendet, bei welchem das Elektron am
Wasserstoff-Ion um 90o beim Stoß abgelenkt wird. Dieser Stoßparameter ist fu¨r ein Elek-
tron mit der Geschwindigkeit v nach (2.13) durch b⊥ = 1/v2 gegeben.
Als Geschwindigkeit v wird die maximale Oszillationsgeschwindigkeit v0 des oszillierenden
Elektrons im Laser verwendet, siehe (2.5), da die verwendeten Geschwindigkeiten in dieser
Gro¨ßenordnung liegen. Man benutzt also
r⋆ = b⊥ = 1/v
2
0 = ω
2/E20 (4.11)
und als Zeiteinheit
t⋆ = r⋆/v0 = ω
3/E30 . (4.12)
Einsetzen in (4.2) ergibt
r¨′ = − r
′
r′3
− ǫ sin (ǫt′)ez, (4.13)
wobei ǫ = ω4/E30 bereits in (4.9) auftritt.
4.2 Vollsta¨ndige Lo¨sung
Die vollsta¨ndigen Lo¨sungen der Bewegungsgleichungen (4.9) und (4.13) mit Ion und Laser-
feld stellen dieselbe Lo¨sung dar, die in Kapitel 3 berechnet worden ist. In diesem Abschnitt
werden allerdings die beiden Gleichungen separat gelo¨st.
Ein Skalenvergleich zwischen den beiden Ortseinheiten der beiden Bereiche ergibt:
b⊥
ξ0
=
1
v0
1
ξ0
=
ω4
E30
= ǫ. (4.14)
Bei großen Schwingungsamplituden im Vergleich zum Stoßparameter b⊥ ist ǫ klein. Im
Folgenden wird daher ǫ als kleiner Parameter angenommen. In diesem Fall kann man von
starken Feldern sprechen.
Die Bewegung des Elektrons soll nun denselben Anfangsbedingungen wie (3.4) genu¨gen.
Zuerst wird die a¨ußere Lo¨sung aus (4.9) berechnet. Die umskalierten Anfangsbedingungen
lauten dann:
r′(0) =
1
r⋆
r(0) =
1
ξ0
r(0), (4.15)
v′(0) =
t⋆
r⋆
v(0) =
1
ωξ0
v(0) =
1
v0
v(0). (4.16)
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Mit dem Runge-Kutta-Algorithmus wird nun solange die a¨ußere Lo¨sung des Gleichungs-
systems
x˙′ = v′x, (4.17)
z˙′ = v′z,
v˙′x = −ǫ
x′
r′3
,
v˙′z = −ǫ
z′
r′3
− sin (t),
berechnet, bis das Elektron einen Abstand zum Ursprung,
r′cut =
√
ǫ, (4.18)
erreicht. Dieser Abstand gilt als Abbruchbedingung, bei dem die a¨ußere an die innere
Lo¨sung angeschlossen wird. Der zugeho¨rige Radius rcut ist so gewa¨hlt, daß bei ihm die
Coulomb-Kraft des Wasserstoff-Ions und die Kraft des Laserfeldes gleichgroß sind:
E0 = 1
r2cut
. (4.19)
Die innere Lo¨sung aus (4.13) wird nun im Bereich r < rcut berechnet (doppelt gestrichen):
x˙′′ = v′′x, (4.20)
z˙′′ = v′′z ,
v˙′′x = −
x′′
r′′3
,
v˙′′z = −
z′′
r′′3
− ǫ sin (ǫt′′).
Sobald der Abstand wieder so groß ist wie rcut, wird wieder im Außenraum gerechnet.
4.3 Sto¨rungsrechnung
Im Gegensatz zur vollsta¨ndigen Lo¨sung wird beim sto¨rungstheoretischen Ansatz im in-
neren und a¨ußeren Bereich eine Na¨herungslo¨sung bis zur 1. Ordnung in ǫ, dem kleinen
Entwicklungsparameter, berechnet. Die beiden Lo¨sungen werden beim Radius rcut anein-
ander angeschlossen.
A¨ußere Lo¨sung
Fu¨r die Bewegungsgleichung (4.9),
r¨′ = −ǫ r
′
r′3
− sin (t′)ez, (4.21)
wird fu¨r r′ der Sto¨rungsansatz
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r′ = r′0 + ǫr
′
1 (4.22)
angesetzt. Durch Einsetzen von (4.22) in (4.21) und mit der Taylorentwicklung um r′0 des
Ausdrucks
f(r0
′ + ǫr′1) =
r′
r3
≈ r
′
0
r30
+ ǫr′1∇
r′0
r30
, (4.23)
folgt bei Vernachla¨ssigung des ǫ2-Terms (der Term mit dem Nabla-Operator wird somit
vernachla¨ssigt) und beim Vergleich der Terme der Ordnung 1 und der Ordnung ǫ:
0.Ordnung
r¨′0 = − sin (t′)ez, (4.24)
1.Ordnung
r¨′1 = −
r′0
r′30
. (4.25)
Als Anfangswert werden die Orte und Geschwindigkeiten aus (3.4) verwendet, die Um-
rechnung ins gestrichene System liefern (4.15) und (4.16):
x′0(0) = ρ
′
0, x
′
1(0) = 0, (4.26)
z′0(0) = z
′
0, z
′
1(0) = 0,
v′x,0(0) = 0, v
′
x,1(0) = 0,
v′z,0(0) = k
′
0 + 1, v
′
z,1(0) = 0.
Die a¨ußeren Lo¨sungen 0. und 1. Ordnung werden separat mit der Runge-Kutta-Methode
gelo¨st, solange bis rcut erreicht ist. Ab dann wird die innere Lo¨sung berechnet:
Innere Lo¨sung
Fu¨r die Bewegungsgleichung (4.13),
r¨′′ = − r
′′
r′′3
− ǫ sin (ǫt′′)ez, (4.27)
wird fu¨r r′′ wiederum der Sto¨rungsansatz
r′′ = r′′0 + ǫr
′′
1 (4.28)
angenommen.
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Einsetzen von (4.28) in (4.27) und mithilfe der Entwicklung (4.23) mit r′′ statt r′ folgt
bei Vernachla¨ssigung des ǫ2-Terms und beim Vergleich der Terme der Ordnung 1 und der
Ordnung ǫ:
0.Ordnung
r¨′′0 = −
r′′0
r′′30
, (4.29)
1.Ordnung
r¨′′1 = −r′′1∇
r′′0
r′′30
− sin (ǫt′′)ez, (4.30)
bzw.
x˙′′1 = v
′′
x,1, (4.31)
z˙′′1 = v
′′
z,1,
v˙′′x,1 = −fxxx′′1 − fzxz′′1 ,
v˙′z,0 = −fxzx′′1 − fzzz′′1 ,
mit
fij =
[
∂
∂xi
xj
r3
]
r=r′′0
=
[
1
r5
(r2δij − 3xixj)
]
r=r′′0
. (4.32)
Falls zum Zeitpunkt t0 der Abstand zum Ursprung Cutoff-Radius rcut wird, muß der
Anfangswert der inneren Lo¨sung noch im zweifach gestrichenen System ermittelt werden:
Die gesamte Bewegung wird der 0. Ordnung zugeordnet, und die Bewegung der 1. Ordnung
wird gleich Null gesetzt. Fu¨r das Verha¨ltnis der a¨ußeren Lo¨sung r′(t0) und der inneren
r′′(t0) zur Anschlußzeit gilt:
r′′(t0)
r′(t0)
=
r(t0)
b⊥
ξ0
r(t0)
=
1
ǫ
. (4.33)
Fu¨r den Zeitpunkt t0 gilt
t′′0
t′0
=
t0
b⊥/v0
1/ω
t0
=
1
ǫ
. (4.34)
Somit erha¨lt man die Anfangsbedingungen zur Anschlußzeit
x′′0(t
′′
0) =
1
ǫ
x′(t′0), x
′′
1(t0) = 0, (4.35)
z′′0 (t
′′
0) =
1
ǫ
z′(t′0), z
′′
1 (t0) = 0,
v′′x,0(t
′′
0) = v
′
x(t
′
0), v
′′
x,1(t0) = 0,
v′′z,0(t
′′
0) = v
′
z(t
′
0), v
′′
z,1(t0) = 0,
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wobei x′, z′, v′x und v
′
z die Summe aus 0. und 1. Ordnung sind. Die Ergebnisse fu¨r die Bahn
der Elektronen durch Berechnung der 0. und 1. Ordnung lassen sich auf verschiedene Weise
realisieren und interpretieren:
0. Ordnung außen, 0. Ordnung innen: Modell fu¨r instantane Sto¨ße
Das Elektron unterliegt fu¨r einen Abstand r > rcut nur der Kraft des Laserfeldes und fu¨r
r < rcut nur dem Coulomb-Potential.
Beim Eindringen in den Innenraum wird die Zeit tin in der Rechnung eingefroren, da
sich die Laserphase wa¨hrend der Bewegung am Ion nicht a¨ndern soll. Beim Austritt in
den Außenbereich la¨uft die eingefrorene Zeit wieder weiter, und fu¨r das Feld gilt dann
E = E0 sin (ωtin).
Dieser einfachste Fall entspricht der Na¨herung instantaner Sto¨ße. Das instantane Modell
ist allerdings fu¨r rcut →∞ definiert.
1. Ordnung außen, 0. Ordnung innen: Coulomb-Korrektur
Das Elektron unterliegt fu¨r r > rcut dem Laserfeld und zusa¨tzlich dem Coulomb-Potential
als Sto¨rung. Fu¨r r < rcut wirkt nur das Coulomb-Potential. Dringt das Elektron in den
inneren Bereich ein, wird die Zeit tin eingefroren und beim Austritt la¨uft das Laserfeld
wieder weiter: E = E0 sin (ωtin).
1. Ordnung außen, 1. Ordnung innen: Laserfeld-Korrektur
Als letzten Fall und damit am na¨chsten an der exakten Lo¨sung der Bahn wird nun im In-
neren das Laserfeld als Sto¨rung hinzugezogen. Hierbei werden fu¨r das Laserfeld im Inneren
zwei Fa¨lle unterschieden:
i) Zeitunabha¨ngiges Laserfeld im Inneren: Wa¨hrend der Stoßzeit am Ion wird von einer
konstanten Kraft durch das elektrische Feld ausgegangen. Die Kraft ha¨ngt vom Eindring-
zeitpunkt tin ab, das elektrische Feld ist dabei: E = E0 sin (ωtin).
ii) Zeitabha¨ngiges Laserfeld im Inneren: Das Laserfeld a¨ndert sich wa¨hrend des Stoßvor-
gangs zeitlich. Dies entspricht der genauesten Na¨herung.
In Abb. 4.1 oben sind die Driften fu¨r diese Fa¨lle fu¨r einen festen Achsenabstand ρ0 = 5/9
und verschiedenen Anfangsorten z0 aus dem bereits bekannten Werten zwischen −k0τ/2
und −k0τ/2 + k0T dargestellt. Zusa¨tzlich sind die Ergebnisse der vollsta¨ndigen Lo¨sung
aus Kapitel 3 und des instantanen Modells eingetragen. Als Parameter wurden fu¨r die
Feldsta¨rke E0 = 0.3, als Frequenz ω = 0.1, somit also v0 = 3 als Oszillationsgeschwindigkeit
und k0 = 2.5v0 verwendet. In den Abbildungen bezeichnet kρ = vx die Drift senkrecht zur
z-Achse. Die Drift kz in z-Richtung ist gegeben durch kz = vz − ξ.
Das exakte Ergebnis hat die bekannte Bananenform fu¨r schnelle Elektronen, in der oberen
rechten Ecke sind die energiereicheren Elektronen, in der unteren linken die energiea¨rmeren
zu finden.
Vergleicht man das Ergebnis des instantanen Modells mit der Sto¨rungsrechnung der Ord-
nung 0 / 0 (0 außen, 0 innen), erkennt man eine gute U¨bereinstimmung. Wird nun die
Coulomb-Korrektur im Außenraum hinzugezogen, Ordnung 1 / 0, wird die Aufspaltung
der durchgezogenen Linie des instantanen Falls sichtbar. Dies wurde in Kapitel 3 bereits
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Abbildung 4.1: Oben: Driften der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und festem
Achsenabstand ρ0 = 5/9 fu¨r die verschiedenen Na¨herungen: E0 = 0.3, ω = 0.1, v0 =
3, k0 = 2.5v0. Unten: Kinetische Energie der Elektronen fu¨r die verschiedenen Na¨herungen
in Abha¨ngigkeit der Laserphasen zur Kollisionszeit.
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erwa¨hnt und ist auf die Tatsache zuru¨ckzufu¨hren, daß der spa¨tere Stoß gegenu¨ber dem
fru¨heren trotz gleichgroßer Oszillationsgeschwindigkeit energiereicher ist. Vor der Kollisi-
on wird mehr Coulomb-Energie aufgenommen, was durch Einschalten des Sto¨rungterms
des Coulomb-Potentials im Außenraum beru¨cksichtigt wird.
Wird nun zusa¨tzlich im Inneren die Laser-Korrektur hinzugenommen, Ordnung 1 / 1 mit
zeitabha¨ngigem Laserfeld im Inneren, erha¨lt man eine gute U¨bereinstimmung mit dem
exakten Ergebnis. Abweichungen treten allerdings fu¨r das konstante Feld im Inneren auf.
In derselben Abbildung ist die kinetische Energie Ekin =
1
2
(k2z + k
2
ρ) als Funktion der
Phase zum Stoßzeitpunkt dargestellt. Die Stoßphase Φ = ωtin ist definiert als die Phase
zum Zeitpunkt des Eindringens in den Innenraum. Am einfachsten zu verstehen sind die
Teilchen in der 0. /0. Ordnung, also die der Na¨herung fu¨r das instantane Stoßmodell. Der
Verlauf der Energie la¨ßt sich ganz gut mit der Oszillationsgeschwindigkeit in Abb. 3.2 ver-
gleichen: Bei maximaler Oszillationsgeschwindigkeit ξ˙ = v0 und den Phasen Φ = ωt = 0
und Φ = 2π wird am meisten Energie u¨bertragen, bei ξ˙ = −v0 und Φ = π wird am sta¨rk-
sten abgebremst und am meisten Energie verloren. Zwischen diesen Extrema ergibt sich
na¨herungsweise ein Kosinus-Verlauf, was auf den Verlauf der Oszillationsgeschwindigkeit
zuru¨ckzufu¨hren ist: ξ˙ = v0 cos (ωt) = v0 cosΦ. Die Energie ist in dieser Ordnung symme-
trisch bezu¨glich der Phase π und somit unabha¨ngig davon, ob es sich um einen fru¨hen
Stoß, ξ > 0 und 0 ≤ Φ ≤ π, oder einen spa¨ten Stoß handelt, ξ < 0 und π ≤ ξ ≤ 2π (siehe
Abb. 3.2).
Verwendet man hingegen im Außenraum die Coulomb-Korrektur, erkennt man anhand
der Kurven der Ordung 1 / 0 und 1 / 1 mit zeitabha¨ngigem Laserfeld, daß die Symmetrie
bezu¨glich Φ = π aufgehoben ist. Fu¨r Phasen zwischen 0 und π, den fru¨hen Sto¨ßen, werden
kleinere Energien u¨bertragen als fu¨r die Phasen der spa¨ten Sto¨ße zwischen π und 2π.
Die Kurve der Ordnung 1 / 1 mit konstantem Laserfeld weicht von den anderen Verteilun-
gen ab, allerdings la¨ßt sich feststellen, daß alle Verteilungen in derselben Gro¨ßenordnung
liegen. Da es sich um schnelle Elektronen und einen relativ großen Stoßparameter handelt,
sind alle Elektronen in der Na¨he des elastischen Falles zu finden.
In Abb. 4.2 oben sind die Driften fu¨r etwas langsamere Elektronen dargestellt: k0 = 1.5v0.
Insgesamt lassen sich hier gro¨ßere Unterschiede in den absoluten Endgeschwindigkeiten fu¨r
die energiereichen Sto¨ße in der oberen rechten Ecke und die energiea¨rmeren Sto¨ße links
unten festellen. Dies wurde im letzten Kapitel bereits fu¨r langsame Elektronen festgestellt.
Die Ordnung 0 / 0 stimmt recht genau mit dem instantanen Modell fu¨r ho¨here Energien
u¨berein, im Bereich der energiea¨rmeren Driften jedoch nicht. Hier unterscheiden sich der
instantane Stoß, der ja fu¨r rcut → ∞ definiert ist, und die Ordnung 0 / 0 bei endlicher
Dauer des Stoßens am Ion ohne Laserfeld mit fester Anfangsgeschwindigkeit p = k0 + pǫ.
Die Ordnung 1 / 1 stimmt auch ziemlich genau mit der exakten Lo¨sung u¨berein. Das
Diagramm mit der Eindringphase im unteren Teil der Abbildung la¨ßt sich analog zum Fall
der schnelleren Elektronen interpretieren.
In Abb. 4.3 wurden noch langsamere Elektronen mit k0 = v0 verwendet. Hierbei kann man
im oberen Bild den rechten unteren Teil der Verteilung, den energiereichen Abschnitt,
wieder gut beschreiben, ebenso wie bei den Fa¨llen der schnelleren Elektronen mit der
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Abbildung 4.2: Oben: Driften der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und festen
Achsenabstand ρ0 = 5/9 fu¨r die verschiedenen Na¨herungen: E0 = 0.3, ω = 0.1, v0 =
3, k0 = 1.5v0. Unten: Kinetische Energie der Elektronen fu¨r die verschiedenen Na¨herungen
in Abha¨ngigkeit der Laserphasen zur Kollisionszeit.
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Ordnung 1 / 1. In diesem Gebiet kann man auch die gewohnte regula¨re Verteilung im
Diagramm mit der Eindringphase wiederfinden. Fu¨r die langsameren Elektronen brechen
alle Kurven jedoch ab und man hat wie im Kapitel 3 bei den langsamen Elektronen
eine starke Streuung in den Endgeschwindigkeiten. Dies macht sich in der Abbildung der
Eindringphase bemerkbar: Im mittleren Bereich zwischen ca. Φ/2π ≈ 0.3 und Φ/2π ≈ 0.7
erha¨lt man keine systematische Struktur. Fu¨r noch kleinere Anfangsgeschwindigkeiten
k0 < v0 ko¨nnte man in diesem mittleren Bereich die korrelierten Sto¨ße untersuchen, was
hier allerdings nicht gemacht wird.
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Abbildung 4.3: Oben: Driften der Elektronen fu¨r verschiedene Anfangsorte z0 und festen
Achsenabstand ρ0 = 5/9 fu¨r die verschiedenen Na¨herungen: E0 = 0.3, ω = 0.1, v0 =
3, k0 = 1.0v0. Unten: Kinetische Energie der Elektronen fu¨r die verschiedenen Na¨herungen
in Abha¨ngigkeit der Laserphasen zur Kollisionszeit.
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Kapitel 5
Quantenmechanische Behandlung:
Numerische Methode zur Lo¨sung der
Schro¨dingergleichung
In diesem und im na¨chsten Kapitel wird die quantenmechanische Beschreibung der
Elektron-Ion-Sto¨ße im Laserfeld betrachtet. Ohne Laserfeld erha¨lt man quantenmecha-
nisch und klassisch denselben Rutherfordschen Wirkungsquerschnitt. Mit Laserfeld muß
man jedoch mit grundsa¨tzlich verschiedenen Ergebnissen rechnen. Die Quantenmechanik
liefert die richtige Beschreibung der Coulomb-Sto¨ße. Wa¨hrend im klassischen Bild in den
vorherigen Kapiteln den Elektronen wohldefinierte Orte und Impulse zugeordnet worden
sind, wird nun die Streuung eines Wellepaketes beschrieben. Die Schro¨dingergleichung fu¨r
die Streuung des Wellepaketes wird numerisch in Zylinderkoordinaten mit einem impliziten
finiten Differenzen-Schema gelo¨st ([29] und [27]). In diesem Kapitel wird der numerische
Algorithmus beschrieben und in Kapitel 6 werden die Ergebnisse fu¨r die Streuung betrach-
tet.
5.1 Zeitabha¨ngige Schro¨dingergleichung
Die Bewegung des Elektrons mit der Masse m und der Ladung q = −e im Atompotential
und dem Laserfeld wird durch die Schro¨dingergleichung in der La¨ngeneichung durch
i~∂tψ = Hψ (5.1)
beschrieben, mit dem Hamiltonoperator
H =
p2
2m
+ V (r, t), (5.2)
wobei p der Impulsoperator ist. Das Potential V,
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V = VA + VL, (5.3)
ist dabei die Summe aus dem Atompotential VA,
VA = −Z
r
, (5.4)
mit Z als Kernladungszahl und der potentiellen Energie des Elektrons im Laserfeld,
VL = ezE(t). (5.5)
Auch in diesen Rechnungen wird benutzt, daß das Laserfeld in z-Richtung polarisiert und
zu Beginn der Rechnung Null ist:
E(t) = E0 sin (ωt)ez. (5.6)
La¨ngeneichung bedeutet, daß sich das E-Feld aus dem skalaren Potential Φ ableiten la¨ßt
und das Vektorpotential A Null ist:
E = −∇Φ. (5.7)
Da das elektrische Feld nur von der Zeit und nicht vom Ort abha¨ngt, la¨ßt sich das Potential
leicht bestimmen:
Φ = −zE(t). (5.8)
Unter Benutzung atomarer Einheiten, Anhang A, transformiert sich die Schro¨dingerglei-
chung in die dimensionslose Gleichung
i∂tψ = Hψ, (5.9)
mit dem Hamiltonoperator H und dem Laplace-Operator ∆:
H = −1
2
∆ + V (5.10)
= −1
2
∆ + VA + VL, VA = −Z
r
, VL = zE(t).
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5.2 Zylinderkoordinaten
Da das Potential fu¨r dieses Problem rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, werden
Zylinderkoordinaten z, ρ, φ verwendet. Der Laplace-Operator ist dann durch
∆ = ρ−1∂ρ(ρ∂ρ) + ρ
−2∂2φ + ∂
2
z (5.11)
= ∂2ρ + ρ
−1∂ρ + ρ
−2∂2φ + ∂
2
z
gegeben. Aufgrund der zylindrischen Symmetrie des Hamiltonoperators bietet sich fu¨r die
Wellenfunktion ein Separationsansatz mit erhaltener magnetischer Quantenzahl m an:
ψ = ψm(ρ, z, t)e
imφ. (5.12)
Setzt man diesen in die Schro¨dingergleichung (5.9) ein, erha¨lt man die zweidimensionale
Schro¨dingergleichung
i∂tψm(ρ, z, t) = Hψm(ρ, z, t) (5.13)
= (Hz +Hρ)ψm(ρ, z, t),
mit den Anteilen des Hamiltonoperators in z- und ρ-Richtung:
Hz = −1
2
∂2z + V (r, t), (5.14)
Hρ = −1
2
∂2ρ −
1
2ρ
∂ρ +
m2
2ρ2
. (5.15)
In dieser Arbeit wird m = 0 verwendet, da der Anfangszustand des Wellenpaketes zy-
lindersymmetrisch angenommen wird. Die Wellenfunktion wird nun mit ψ bezeichnet:
ψ = ψm=0.
5.3 Crank-Nicholson-Schema und ADI-Methode
Das Verfahren nach Crank und Nicholson [38] ist ein implizites numerisches Verfahren,
mit dem sich die Wellenfunktion ψn+1 zu einem Zeitpunkt tn+1 bestimmen la¨ßt. Es ist im
Gegensatz zu expliziten Verfahren, bei denen die neue Wellenfunktion direkt aus der alten
berechnet wird, unbedingt stabil.
Fu¨hrt man die diskrete Zeit tn ein,
tn = ∆tn, (5.16)
und fu¨hrt in der Schro¨dingergleichung (5.13) die Zeitableitung zum Zeitpunkt tn+1/2 aus,
i∂tψ
n+1/2 = Hn+1/2ψn+1/2 (5.17)
=⇒ iψ
n+1 − ψn
∆t
= Hn+1/2ψn+1/2, (5.18)
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muß man im Sinne von Crank und Nicholson, da die Wellenfunktion ψ nur fu¨r ganzzahlige
Zeiten tn definiert ist, auf der rechten Seite der Gleichung eine Mittelung vornehmen:
i
ψn+1 − ψn
∆t
=
1
2
(Hn+1ψn+1 +Hnψn). (5.19)
Umgeformt erha¨lt man das implizite Crank-Nicholson-Schema:
(2i−∆tHn+1)ψn+1 = (2i+∆tHn)ψn. (5.20)
Nach Faktorisierung der Operatoren und bei Beru¨cksichtigung von Termen bis zur 2.
Ordnung von ∆t ergeben sich, da die Differenz ψn+1−ψn von der Ordnung ∆t ist, folgende
Ausdru¨cke:
2i±∆tH = 2i±∆tHρ ±∆tHz (5.21)
=
1
2i
[
(2i±∆tHρ)(2i±∆tHz)−∆t2HρHz
]
≈ 1
2i
(2i±∆tHρ)(2i±∆tHz).
Dies eingesetzt in (5.20) ergibt:
(2i−∆tHρ)(2i−∆tHn+1z )ψn+1 = (2i+∆tHρ)(2i+∆tHnz )ψn. (5.22)
Diese in jeweils z- und ρ-Richtung faktorisierte Gleichung la¨ßt sich formulieren als
R+Z+ψn+1 = R−Z−ψn, (5.23)
mit den Operatoren
R+ = iαρ − 2∆ρ2Hρ, (5.24)
R− = −iαρ − 2∆ρ2Hρ,
Z+ = iαz − 2∆z2Hn+1z ,
Z− = −iαz − 2∆z2Hnz ,
und den Konstanten
αρ =
4∆ρ2
∆t
, αz =
4∆z2
∆t
. (5.25)
Hierbei wurden schon die ra¨umlichen Schrittweiten ∆z und ∆ρ des diskreten Rechengitters
eingefu¨hrt.
Das ADI-Verfahren (Alternating Direction Implicit) bedeutet nun, daß die Wellenfunktion
zum Zeitpunkt tn+1 in zwei Schritten durch Ausfu¨hren von Operationen abwechselnd in
z- und ρ-Richtung berechnet wird. Die Lo¨sung ψn+1 zu (5.23) fu¨hrt u¨ber einen Zwischen-
zustand ψ⋆:
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1.Schritt
R+ψ⋆ = Z−ψn, (5.26)
2.Schritt
Z+ψn+1 = R−ψ⋆. (5.27)
Diese Formulierung ist a¨quivalent zu (5.23). Zum Beweis multipliziert man (5.26) mit R−,
(5.27) mit R+ und beru¨cksichtigt die Vertauschbarkeit von R+ und R−. Im 1. Schritt wird
zuerst auf die bekannte Wellenfunktion ψn der Operator Z− angewandt und danach das
Gleichungssystem
Aψ⋆ = b, A = R+, b = Z−ψn, (5.28)
mit dem unbekannten Zwischenzustand ψ⋆ gelo¨st. Dieses Gleichungssytem wird auf dem
diskreten Rechengitter gelo¨st und im na¨chsten Abschnitt vorgestellt.
Im 2. Schritt wird dann analog dazu aus der berechneten Wellenfunktion ψ⋆ die neue zum
Zeitpunkt tn+1 ermittelt.
5.4 Diskretisierung
Nachdem bereits die diskrete Zeit tn in (5.16) eingefu¨hrt worden ist, werden nun die
Ortskoordinaten (ρ, z) durch ein zweidimensionales Rechengitter ersetzt. Die Punkte des
Gitters sind definiert durch
ρj = (j − 1/2)∆ρ, j = 1, 2, ..., J, (5.29)
zk = −zmax + (k − 1)∆z, k = 1, 2, ...2K. (5.30)
Die Radialkomponente ist positiv und nimmt Werte zwischen ρ1 und ρJ ein,
ρ1 =
∆ρ
2
, ρJ = (J − 1/2)∆ρ = ρmax, (5.31)
mit der Schrittweite
∆ρ =
ρmax
J − 1/2 . (5.32)
Die z-Komponente erstreckt sich vom negativen −zmax bis z2K ,
z1 = −zmax, z2K = −zmax + (2K − 1)∆z = zmax, (5.33)
mit der Schrittweite
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∆z =
2zmax
2K − 1 =
zmax
K − 1/2 . (5.34)
Die Wellenfunktion ψ(ρ, z, t) geht dann u¨ber in ψnjk:
ψ(ρ, z, t)→ ψ(ρj , zk, tn) = ψnjk. (5.35)
Als na¨chstes wird die diskrete Form des Hamiltonoperators in (5.13) untersucht. Die Ablei-
tungen in z- und ρ-Richtung werden zwischen zwei Stu¨tzpunkten betrachtet, in z-Richtung
∂zψk+1/2 =
ψk+1 − ψk
∆z
(5.36)
und in ρ-Richtung
∂ρψj+1/2 =
ψj+1 − ψj
∆ρ
. (5.37)
Fu¨r die Anteile des Laplace-Operators ∆z und ∆ρ ergibt sich somit an der Stelle (ρj , zk)
in z-Richtung
∆zψk = ∂
2
zψk =
∂zψk+1/2 − ∂zψk−1/2
∆z
(5.38)
=
1
∆z2
(ψk+1 − 2ψk + ψk−1)
und in ρ-Richtung
∆ρψj =
1
ρ
∂ρρ∂ρψj =
1
ρj
(
ρj+1/2∂ρψj+1/2 − ρj−1/2∂ρψj−1/2
∆ρ
)
(5.39)
=
1
∆ρ2
(
ρj+1/2
ρj
ψj+1 − 2ψj +
ρj−1/2
ρj
ψj−1
)
,
wobei ρj±1/2 gegeben ist durch
ρj±1/2 = ρj ±∆ρ/2. (5.40)
Die diskretisierten Operatoren R± und Z± aus (5.23) lassen sich nun mit dem Laplace-
Operator als Matrizen angegeben. Die Wellenfunktion ψjk ist ebenfalls eine Matrix, aller-
dings werden durch das ADI-Verfahren Operationen, also Anwedungen z.B. der Opera-
toren R± auf ψjk, fu¨r alle Indizes k durchgefu¨hrt, bei denen ψj,k=fix als Vekor behandelt
wird.
Fu¨r R± angewandt auf ψjk erha¨lt man somit bei festem k
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R±ψj = ±iαρψj − 2∆ρ2Hρψj (5.41)
= ±iαρψj +
ρj+1/2
ρj
ψj+1 − 2ψj +
ρj−1/2
ρj
ψj−1.
Die Operatoren R± besitzen als Matrizen tridiagonale Form,
R±ψj = aρ,jψj−1 + b
±
ρ,jψj + cρ,jψj+1 (5.42)
mit den Eintra¨gen
aρ,j =
ρj−1/2
ρj
, (5.43)
cρ,j =
ρj+1/2
ρj
,
b±ρ,j = ±iαρ − 2,
und
αρ =
4∆ρ2
∆t
. (5.44)
Analog erha¨lt man bei festem j fu¨r die Anwendung von Z± auf ψjk:
Z±ψk = ±iαzψk − 2∆z2Hn+1,nz ψk (5.45)
= ±iαzψk + ψk+1 + ψk−1 − 2ψk (5.46)
− 2∆z2V n+1,nz,k ψk.
Die Operatoren Z± besitzen als Matrizen ebenfalls tridiagonale Form,
Z±ψk = az,jψk−1 + b
±
z,kψk + cz,kψk+1, (5.47)
mit den Eintra¨gen
az,k = 1, (5.48)
cz,k = 1,
b±z,k = ±iαz − 2− 2∆z2V n+1,nz,k ,
und
V nz,k = V (zk, ρj=fix, tn), αz =
4∆z2
∆t
. (5.49)
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5.5 Numerischer Algorithmus und Randbedingungen
Die zu streuenden Elektronen lassen sich als lokal begrenzte Wellenpakete darstellen. Es
wurden bei den Rechnungen so große Rechengitter verwendet, daß die Wellenpakete nicht
an die Ra¨nder gelangen und durch Reflexionen Sto¨rimpulse erzeugen konnten. In diesem
Fall setzt man als Randbedingung die Wellenfunktion dort Null:
ψJ+1 = 0, (5.50)
ρ∂ρψ|ρ=0 = 0,
ψ2K+1 = 0,
ψk=0 = 0.
Hierbei wurden zusa¨tzliche Gitterpunkte außerhalb des Rechengebietes eingefu¨hrt. So ist
es mo¨glich, die Randbedingungen in den Matrizen R± und Z± zu formulieren:
az,1 = 0, (5.51)
cz,2K = 0,
cρ,J = 0.
Mit den diskretisierten Operatoren la¨ßt sich nun das Gleichungssytem (5.26) und (5.27)
lo¨sen.
1. Multiplikation mit Z− fu¨r j = 1, ..., J
Yjk = Z
−
kk′ψ
n
jk′, k = 2, ..., 2K − 1, (5.52)
Yj1 = b
−
z,1ψ
n
j1 + cz,1ψ
n
j2, k = 1,
Yj2K = a
−
z,2Kψ
n
j2K−1 + b
−
z,2Kψ
n
j2K , k = 2K.
2. Inversion von R+ fu¨r k = 1, ..., 2K
R+jj′ψ
⋆
j′k = Yjk, j = 2, ..., J − 1, (5.53)
b+ρ,1ψ
⋆
jk + cρ,1ψ
⋆
2k = Y1k, j = 1,
aρ,Jψ
⋆
J−1k + b
+
ρ,Jψ
⋆
Jk = YJk, j = J.
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3. Multiplikation mit R− fu¨r k = 1, ..., 2K
Yjk = R
−
jj′ψ
⋆
j′k, j = 2, ..., J − 1, (5.54)
Y1k = b
−
ρ,1ψ
⋆
1k + cρ,1ψ
⋆
2k, j = 1,
YJk = aρ,Jψ
⋆
J−1k + b
−
ρ,Jψ
⋆
Jk, j = J.
4. Inversion von Z+ fu¨r j = 1, ..., J
Z+kk′ψ
n+1
jk′ = Yjk, k = 2, ..., 2K − 1, (5.55)
b+z,1ψ
n+1
j1 + cz,1ψ
n+1
j2 = Yj1, k = 1,
az,2Kψ
n+1
j2K−1 + b
+
z,2Kψ
n+1
j2K = Yj2K, k = 2K.
Die Inversion der tridiagonalen Matrizen im 2. und 4. Schritt wird mit Hilfe einer LU-
Zerlegung [39] erreicht, d. h. fu¨r das Gleichungssytem z. B. im 4. Schritt Zψn+1 = Y wird
im ersten Schritt die Matrix in Z = LR zerlegt. Die Matrix L besitzt auf der Diagonalen
Einsen und nur links davon Eintra¨ge ungleich Null. R besitzt nur auf der Diagonalen und
rechts davon jeweils ein Element ungleich Null. Zuerst wird nun LX = Y und danach
Rψn+1 = X gelo¨st, wobei die Lo¨sungen dieser Gleichungen aufgrund der einfachen Struk-
tur der Matrizen L und R nur durch einen einmaligen Durchlauf durch alle Indizes (Index
j in ρ-, Index k in z- Richtung) ermittelt werden.
5.6 Kramers-Henneberger-System
Im 3. Kapitel wurde das KH-System bereits fu¨r klassische Teilchen eingefu¨hrt. In einem
mitbewegten Bezugssytem wird die Zeitabha¨ngigkeit des Laserfeldes in das Ion-Potential
transferiert. In Abwesenheit des Ion-Potentials ist die Bewegung des Elektrons in diesem
System durch eine konstante Driftbewegung gegeben.
Die Schro¨dingergleichung in der La¨ngeneichung aus (5.9) wird im Folgenden in die Ge-
schwindigkeitseichung transformiert und daraufhin durch eine geeignete Variablensubsti-
tution ins KH-System u¨berfu¨hrt.
Das elektrische Feld E ist mit seinen Potentialen in der Dipolna¨herung u¨ber
E(t) = −∇Φ(r, t)− 1
c
∂
∂t
A(t) (5.56)
verknu¨pft, dabei ist Φ das skalare Potential und A das Vektorpotential. In der La¨ngen-
eichung ist das Vektorpotential Null und das elektrische Feld wird durch sein skalares
Potential Φ bestimmt. In (5.56) bedeutet dies
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Φ = −zE , (5.57)
A = 0. (5.58)
Eine Eichtransformation der Potentiale mithilfe der erzeugenden Funktion f(r, t),
Φ′ = Φ− 1
c
∂
∂t
f, (5.59)
A
′ = A−∇f, (5.60)
la¨ßt das elektrische Feld E(t) unvera¨ndert und fu¨hrt zu den neuen Potentialen A′ und Φ′.
Die Schro¨dingergleichung erha¨lt ihre Form bei einer Transformation der Wellenfunktion
ψ˜(r, t) = e−
i
c
f(r,t)ψ(r, t). (5.61)
Die direkte Eichtransformation aus der La¨ngeneichung in die Geschwindigkeitseichung mit
dem Vektorpotential A′ ist durch die Transformationsvorschrift ([34], [35], [36])
ψ˜(r, t) = e−
i
c
A′r+ i
2c2
R t dt′A′2(t′)ψ(r, t) (5.62)
gegeben. Die Schro¨dingergleichung in der Geschwindigkeitseichung lautet dabei
i
∂
∂t
ψ˜(r, t) = (−1
2
∆ + VA(r)− i
c
A
′∇)ψ˜(r, t). (5.63)
Die Kramers-Henneberger-Transformation in ein bewegtes Bezugssystem mit der Koordi-
nate u ist durch
u = r − ξ(t) (5.64)
definiert. Dabei beschreibt ξ(t) die klassische Bewegung des freien Elektrons im elektri-
schen Feld,
ξ¨ = −E(t). (5.65)
Die Transformation der Wellenfunktion
φ(u, t) = ψ˜(r, t) (5.66)
kann als unita¨re Transformation aufgefaßt werden:
eiξpψ˜(u, t) = ψ˜(u+ ξ, t) = ψ˜(r, t) = φ(u, t), (5.67)
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mit p = −i∇u. Die Schro¨dingergleichung in der neuen Koordinate u transformiert sich
unter Beru¨cksichtigung von
∂
∂t
ψ˜(r, t) = (
∂
∂t
− ξ˙∇u)φ(u, t) (5.68)
und
ξ˙(t) = −
∫ t
dt‘E(t‘) =
1
c
A
′ (5.69)
in
i
∂
∂t
φ(u, t) = [−1
2
∆u + VA(u+ ξ(t))]φ(u, t). (5.70)
Die Zeitabha¨ngigkeit des Feldes ist in dieser Darstellung im Potential enthalten, es bewirkt
ein Oszillieren des Ion-Potentials VA.
Alle Rechnungen wurden im KH-System ausgefu¨hrt, d.h. daß in den berechneten Impuls-
spektren und den Energieverteilungen die Zitterbewegung oder der Zitterimpuls eliminiert
ist. Statt der Koordinate u wird im folgenden immer die gela¨ufigere Variable r benutzt.
Der Hamiltonoperator in ρ- Richtung ist weiterhin durch (5.15) gegeben, in z-Richtung
erha¨lt man dagegen im KH-System
Hz = −1
2
∂2z + VA(r + ξ(t)). (5.71)
Fu¨r die Operatoren Z± im Crank-Nicholson-Schema ergibt sich (bei gleichen R±) und
Ersetzung von V n+1,nz,k durch V
n+1,n
A,z,k in (5.46)
Z±ψk = ±iαzψk + ψk+1 + ψk−1 − 2ψk (5.72)
− 2∆z2V n+1,nA,z,k ψk.
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5.7 Kinetische Energieverteilung
Fu¨r die mit dem Verfahren berechnete Wellenfunktion la¨ßt sich die Energieverteilung fu¨r
die kinetische Energie am besten u¨ber die Fouriertransformierte berechnen. Dies spart ge-
genu¨ber der Berechnung der Verteilung der Gesamtenergie Rechenzeit und ist genu¨gend
genau, da in dieser Arbeit hauptsa¨chlich gestreute Wellenpakete weit vom Ursprung be-
trachtet werden, also mit vernachla¨ssigbar kleinem Bindungsenergie-Anteil.
Die Fouriertransformation der Wellenfunktion ψ(r) wird am Ende der numerischen Be-
rechnung ermittelt und liefert die Impulsverteilung des Zustandes,
ψˆ(k) =
∫
d3rψ(r)e−ikr. (5.73)
In Zylinderkoordinaten ist
k · r = (kzez + kρeρ0) · (zez + ρeρ) (5.74)
= kzz + kρρeρ0eρ
= kzz + kρρ cos (φ− φ0),
wenn man k die Koordinaten (kz, kρ, φ0) und r die Koordinaten (z, ρ, φ) zuordnet.
Mit d3r = dzdρdφρ und ψ(r) = ψ(ρ, z) ergibt sich
ψˆ(k) =
∫ ∞
−∞
dz
∫ ∞
0
dρρψ(ρ, z)e−ikzz
∫ 2π
0
dφe−ikρρ cos (φ−φ0). (5.75)
Das φ-Integral la¨ßt sich folgendermaßen berechnen:
I =
∫ 2π
0
dφe−ikρρ cos (φ−φ0) (5.76)
=
∫ 2π−φ0
−φ0
dφ′e−ikρρ cosφ
′
=
∫ 2π
0
dφ′e−ikρρ cos φ
′
= 2
∫ π
0
dφ′e−ikρρ cos φ
′
= 2πJ0(kρρ)
mit der Besselfunktion
J0(x) =
1
π
∫ π
0
dφeix cosφ. (5.77)
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Damit erha¨lt man das vom Winkel φ0 unabha¨ngige Ergebnis
ψˆ(k) = 2π
∫ ∞
−∞
dz
∫ ∞
0
dρρψ(ρ, z)J0(kρρ)e
−ikzz. (5.78)
Die Energieverteilung p(E) fu¨r den Zustand ψ wird u¨ber den kinetischen Energie-Operator
T = k
2
2
berechnet:
p(E) =< ψ|δ(E − T )|ψ > . (5.79)
Durch Einschieben der Basis
∫
d3k
(2π)3
|k >< k| wird hieraus in Zylinderkoordinaten
p(E) =
∫
d3k
(2π)3
δ(E − 1
2
k2)|ψˆ(k)|2 (5.80)
=
∫
dφ0
∫
dkz
∫
dkρkρδ(E − 1
2
(k2z + k
2
ρ))
1
(2π)3
|ψˆ(k)|2
=
∫
dkz
∫
dkρkρδ(E − 1
2
(k2z + k
2
ρ))f(kz, kρ), f(kz, kρ) = |
ψˆ(k)
2π
|2
=
∫
dkz
∫
d(
1
2
k2ρ)δ(E −
1
2
k2z −
1
2
k2ρ)f(kz, kρ)
=
∫
dkzΘ(E − 1
2
k2z)f(kz, kρ)|kρ=√2E−k2z
=
∫ √2E
−
√
2E
dkzf(kz, kρ)|kρ=√2E−k2z .
Die Integration findet auf einem Halbkreis mit dem Radius
√
2E statt, Abb. 5.1. Hier
wird deutlich, warum die kinetische Energie-Verteilung berechnet wird: Hat man einmal
die Fouriertransformation zur Wellenfunktion gefunden, la¨ßt sich die Energie-Verteilung
so schnell berechnen.
Numerisch werden nacheinander also folgende Gro¨ßen berechnet:
Impulsverteilung
ψˆ(k) = 2π
∫ ∞
−∞
dz
∫ ∞
0
dρρψ(ρ, z)J0(kρρ)e
−ikzz, (5.81)
Energieverteilung
p(E) =
∫ √2E
−
√
2E
f(kz, kρ)|kρ=√2E−k2z , f(kz, kρ) = |
ψˆ(k)
2π
|2. (5.82)
Bei der Impulsverteilung wurde die ρ-Integration numerisch direkt ausgefu¨hrt, die Impulse
in ρ-Richtung wurden dabei folgendermaßen diskretisiert:
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kρ
k
z
(2E)1/2
kρ
k
z
Abbildung 5.1: Integration von f(kz, kρ) u¨ber den Halbkreis mit kρ > 0 und Radius
√
2E.
kρ,m =
π
∆ρ
m− 1/2
J − 1/2 , m = 1, ..., J. (5.83)
Fu¨r alle Gitterpunkte m wird nun der ρ-Anteil des Integrals in (5.81) ausgefu¨hrt,
α(kρ,m, zk) = 2π
J∑
j=1
ψjkρjJ0(kρ,mρj), (5.84)
und die Wellenfunktion des Zwischenzustandes als Matrix abgespeichert,
αmk = α(kρ,m, zk). (5.85)
Die zweite Integration in z-Richtung,
ψˆ(kρ,m, kz) =
∫ ∞
−∞
dze−ikzzα(kρ,m, z), (5.86)
wird mit Hilfe der Schnellen Fouriertransformation (FFT) durchgefu¨hrt (siehe Anhang C).
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Kapitel 6
Quantenmechanische Behandlung:
Streuung Gaußscher Wellenpakete
In den klassischen Rechnungen wurde ein Elektronenstrahl auf der z-Achse betrachtet. Die
Stoßparameter entsprachen den Absta¨nden von der z-Achse.
In der Quantenmechanik wird statt eines Strahles ein Gaußsches Wellenpaket verwendet.
Das Paket besitzt eine Breite senkrecht zur z-Achse, was die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
der Elektronen in diese Richtung angibt.
6.1 Anfangszustand: Gaußsches Wellenpaket
Das Elektron wird zu Beginn der Rechnung bei t = 0 als Gaußsches Wellenpaket zentriert
um z = z0 und ρ = 0 mit der Breite d0 und der Anfangsgeschwindigkeit k0 beschrieben:
ψ0(ρ, z) = (
√
2
π
1
d0
)3/2eik0(z−z0)e
− ρ
2+(z−z0)
2
d2
0 . (6.1)
Das Elektron bewegt sich in Richtung Ursprung auf das Ion-Potential VA zu, wird dort
gestreut und la¨uft als auslaufende Welle in Richtung der Ra¨nder des Rechengitters.
Bei den numerischen Rechnungen wurden folgende Parameter verwendet: Als Anfangsort
auf der z- Achse
z0 = −k0 τ
2
, (6.2)
was gerade der Strecke entspricht, die ein freies Elektron wa¨hrend der halben Rechenzeit
τ/2 fliegt. Die Rechenzeit τ wird in Anzahl von Laserperioden T = 2π
ω
angegeben. Das
Rechengitter wird begrenzt durch zmax = ±350 in z-Richtung sowie ρmax = 350 in ρ-
Richtung. Als Breite wurde d0 = 0.4|z0| verwendet, bei der die Multi-Photonen-Peaks
gut aufgelo¨st werden ko¨nnen. Die Wahl der Breite gewa¨hrleistet, daß die Energiebreite
des Wellenpaketes ∆E kleiner ist als der Abstand ω zweier Multi-Photonen-Peaks im
Energiespektrum:
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z0
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k0
VA(r)
|ψ0|
2
E(t)
Abbildung 6.1: Gaußsches Wellenpaket als Anfangszustand.
∆E < ω. (6.3)
Benutzt man (6.2) und den Zusammenhang zwischen der Impuls- und der Ortsbreite,
∆k = 1/d0, folgt fu¨r die Energiebreite
∆E = k∆k = z0
ω
πd0
. (6.4)
Als ein Kriterium gilt hiermit fu¨r die Breite
d0 >
1
π
z0 ≈ 0.32z0. (6.5)
Die Breite darf zu Beginn der Rechnung allerdings nicht zu groß gewa¨hlt werden, da das
Paket aufgrund der Dispersion bis zum Zeitpunkt des Streuens am Ion sonst zu stark
zerla¨uft. Die Wahl von d0 = 0.4|z0 ist hierbei ein guter Kompromiss. Fu¨r den Anfangs-
zustand des Wellenpaketes in (6.1) erha¨lt man fu¨r die Impulsverteilung (Rechnung im
Anhang B.1)
p(k) = |ψˆ(k)|2 =
∫
d3rψ0(r)e
−ikr (6.6)
= (
√
2πd0)
3e−
d20
2
[k2ρ+(kz−k0)2],
sowie fu¨r die Energieverteilung (Rechnung im Anhang B.1)
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Abbildung 6.2: Energieverteilung des Gaußsches Wellenpaketes zur Zeit t = 0: E0 = 0, k0 =
2.
p(E) =
√
2
π
d0
k0
e−d
2
0(E+k
2
0/2) sinh (k0d
2
0
√
2E), (6.7)
siehe Abb. 6.2. Hierbei ist neben der theoretischen Verteilung p(E) aus (6.7) die numerische
Energieverteilung des Anfangszustandes eingezeichnet. Es wurde hierbei eine Geschwin-
digkeit von k0 = 2 gewa¨hlt. Man erkennt sehr gut das Maximum bei E =
k20
2
= 2. Die
theoretische Verteilung fa¨llt sehr stark außerhalb des Maximums ab, im numerischen Fall
gibt es einen Untergrund, der aber um etwa 10 Gro¨ßenordnungen unterhalb dem Maximum
liegt.
6.2 Freie Propagation
Als erstes Beispiel fu¨r das numerische ADI-Verfahren und zur Veranschaulichung der ein-
fachsten Bewegung wird die freie Propagation eines Elektrons betrachtet. Hierbei ist die
analytische Lo¨sung der Wellenfunktion bekannt. Der Zustand des Elektrons zur Zeit t
folgt aus dem Anfangszustand ψ0 in (6.1) zum Zeitpunkt t = 0 durch Anwendung des
Zeitentwicklungsoperators U,
|ψ(t) > = U |ψ0 > (6.8)
= e−i
k2
2
t|ψ0 > .
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Abbildung 6.3: Zerfließen des Wellenpaketes fu¨r ein freies Elektron: τ ≈ 83.7, k0 = 0.7.
Darstellung auf der z- Achse, ρ ≈ 0.
Durch Einschieben des Einheitsoperators
∫
d3k
(2π)3
|k >< k|, Verwendung der Fouriertrans-
formierten von ψ0 und Ausfu¨hrung einiger Integrale (Anhang B.1) erha¨lt man in der
Ortsdarstellung die Wellenfunktion
ψ(r, t) =
1
(2π)3
(
√
2πd0)
3/2
√
π
3 1√
d20/4 + i/2t
3 e
−d20k20/4 (6.9)
· e−
ρ2
4
1
d2
0
/4+i/2t · e
[d20k0/2+i(z−z0)]
2
4(d2
0
/4+i/2t) .
In Abb. 6.3 ist die freie Propagation eines Elektrons dargestellt, der Abstand zur z-Achse
ist in dieser eindimensionalen Darstellung na¨herungsweise Null, ρ ≈ 0. Das numerische
und das theoretische Ergebnis stimmen so gut u¨berein, daß sich die rote und die gru¨ne
Kurve nur schwer unterscheiden lassen. Es wurde hierbei eine Laufzeit von τ ≈ 83.7 und
eine Geschwindigkeit k0 = 0.7 bei ausgeschaltetem Laserfeld gewa¨hlt. Man erkennt, wie
das Wellenpaket mit der Zeit zerfließt. Die Breite d(t) wa¨chst mit der Zeit:
d(t) =
√
d20 +
4t2
d20
. (6.10)
Das Maximum des Paketes bewegt sich mit der Geschwindigkeit k0, es durchla¨uft somit
die Strecke k0 · τ ≈ 59.
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6.3 Streuung ohne Laserfeld
Die elastische Streuung von Elektronen an wasserstoffa¨hnlichen Ionen wird in Lehrbu¨chern
behandelt, z. B. [45]. Hierbei werden die stationa¨ren Lo¨sungen der Schro¨dingergleichung
im Ion-Potential als Superpostion aus einer einlaufenden ebenen Welle und einer am Ort
des Ions gebildeten auslaufenden Kugelwelle beschrieben. Die Abha¨ngigkeit der Wellen-
funktion vom Ablenkwinkel Θ in Abb. 2.1 la¨ßt sich na¨herungsweise mit der 1. Bornschen
Na¨herung beschreiben.
Im Folgenden soll dieser Streuprozess numerisch zeitabha¨ngig mithilfe des Gaußschen Wel-
lenpaketes aus dem Abschnitt 6.1 untersucht werden, also mit einer Superposition aus ein-
laufenden ebenen Wellen. Zuerst wird die Streuung auf der Einschuß-Achse ez betrachtet.
Dazu sind in Abb. 6.4 die Wellenfunktionen im Fall eines anziehenden (oben) und eines
abstoßenden (unten) Ions fu¨r ausgewa¨hlte Zeitpunkte von t0 bis t6 aus der numerischen
Rechnung dargestellt. t0 ist hierbei der Anfangszeitpunkt t0 = 0 und t6 = τ = 4T die Zeit
am Ende der Rechnung, wobei eine Laserfrequenz ω = 0.3 sowie eine Anfangsgeschwin-
digkeit k0 = 1.0 verwendet wird. Obwohl das Laserfeld Null ist, wird zum Vergleich mit
den Rechnungen mit eingeschaltetem Feld die Zeit in Einheiten der Laserperiode T = 2π
ω
angegeben.
In den numerischen Rechnungen wurden ein anziehendes Potential, also ein Wasserstoff-Ion
mit der Kernladungszahl Z = +1, und ein abstoßendes Potential mit Z = −1 verwendet.
Die Verwendung eines abstoßenden Potentials erlaubt es, den reinen Streuprozeß ohne
Rekombinationseffekte zu untersuchen, da es in diesem Fall keine Bindungszusta¨nde gibt.
Dies wird bei der Streuung mit eingeschaltetem Feld spa¨ter deutlich.
Der Anfangsort z0 ist nach (6.2) ungefa¨hr z0 ≈ −42. Am Ende der Simulation bei t6 = τ
findet man das Maximum des Wellenpaketes im anziehenden und im abstoßenden Fall bei
z ≈ +42, was so auch erwartet wird: Das Maximum bewegt sich mit der Geschwindigkeit
k0, die Coulombeffekte beim Ein- und Auslaufen kompensieren sich. Betrachtet man im
oberen Bild von Abb. 6.4 den anziehenden Fall, so steigt die Wellenfunktion zum Zeit-
punkt t3 stark. Zu diesem Zeitpunkt la¨uft das Maximum gerade u¨ber den Ursprung (u¨ber
das Ion), wobei Streuwellen angeregt werden. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Streu-
welle besitzt hierbei eine 1
r2
-Abha¨ngigkeit vom Ursprung, daher ist die Wahrscheinlichkeit
nahe am Ursprung fu¨r t3 sehr groß und sinkt dann wieder mit gro¨ßeren Absta¨nden zu
den Zeiten t4, t5 und t6. Die U¨berlagerung der einfallenden und der reflektierten Wellen
la¨ßt sich anhand der Interferenz-Struktur gerade im anziehenden Fall gut erkennen Als
Na¨herung kann man dafu¨r im eindimensionalen Fall eine Superposition annehmen mit
dem Reflexionskoeffizienten R:
ψ(z) = eik0z +Re−ik0z, z < 0. (6.11)
Der Interferenzterm der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2, 2R cos (2k0z), liefert fu¨r den
Abstand zweier Maxima den Wert π
k0
, was in Abb. 6.5 dargestellt ist: Der Betrag der
Wellenfunktion ist fu¨r die Zeitpunkte t3 und t4 angegeben. Hierbei wird eine logarithmische
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Abbildung 6.4: Streuung ohne Laserfeld. Wellenfunktion zu verschiedenen Zeitpunkten ti,
i = 0, 1, ..., 6: E0 = 0, ω = 0.3, k0 = 1.0, τ = 4T ≈ 83.8. Darstellung auf der z-Achse: ρ ≈ 0.
Oben: Anziehend Z = +1. Hohe Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Ende der Simulation
hinter dem Ion auf der z-Achse. Unten: Abstoßend Z = −1. Geringe Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Ende der Simulation hinter dem Ion auf der z-Achse.
60
6.3. STREUUNG OHNE LASERFELD
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
z
10-4
10-3
10-2
10-1
t3
t4
λ=pi/k0=3.14
|ψ|
Abbildung 6.5: Stehende Welle durch Interferenz zwischen einlaufender und reflektierter
Welle, betrachtet zu zwei Zeitpunkten: E0 = 0, ω = 0.3, k0 = 1.0, Z = +1. Darstellung auf
der z-Achse: ρ ≈ 0.
Auftragung auf der Ordinate gewa¨hlt, um die verschiedenen Gro¨ßenordnungen alle in
einem Bild zu erfassen.
Anhand der gelben Kurve in Abb. 6.5 la¨ßt sich der Abstand der Maxima π
k0
≈ 3.141
beobachten. Betrachtet man in Abb 6.4 den abstoßenden Fall Z = −1, fa¨llt auf, wie stark
die Wellenfunktion hinter dem Ion abfa¨llt. Zur na¨heren Betrachtung wird im Folgenden
die zweidimensionale Wellenfunktion in z- und ρ- Richtung betrachtet.
In Abb. 6.6 sind die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |ψ|2 am Ende der Rechnung im an-
ziehenden (oben) und abstoßenden (unten) Fall dargestellt. Als Geschwindigkeit fu¨r die
Elektronen wurde hierbei k0 = 0.7 verwendet, die Frequenz des (ausgeschalteten) Lasers
ist ω = 0.3 und die Rechenzeit τ betrug 6 Laserperioden, τ ≈ 126. Die dunkelroten Be-
reiche repra¨sentieren gro¨ßte, die blauen geringste Wahrscheinlichkeiten. Wie schon in der
eindimensionalen Beschreibung erkennt man entlang der z-Achse im anziehenden Fall im
Gegensatz zum abstoßenden Fall eine hohe Wahrscheinlichkeit. Dies kann man klassisch
damit begru¨nden, daß Elektronen im anziehenden Fall auf die z-Achse fokussiert werden,
im abstoßenden Fall werden sie von ihr abgelenkt.
Quantenmechanisch lassen sich die unterschiedlichen Verteilungen auf die verschiedenen
Streuamplituden f(Θ) zuru¨ckfu¨hren. In der 1. Bornschen Na¨herung lauten die stationa¨ren
Lo¨sungen der Schro¨dingergleichung fu¨r den elastischen Streuprozeß ([45]):
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Abbildung 6.6: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 am Ende der numerischen Rechnung oh-
ne Laserfeld. Oben: Z = +1, unten: Z = −1. E0 = 0, ω = 0.3, k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126. Dun-
kelrote Bereiche bedeuten gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlichkeit. Interferenzstruktu-
ren sind in den Fa¨llen Z = +1 und Z = −1 unterschiedlich.
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ψ(r) = eik0z + fk0(Θ)
eik0r
r
(6.12)
mit der Streuamplitude
fk0(Θ) =
Z
2k2 sin2 (Θ/2)
≡ f, Z = ±1. (6.13)
Die Interferenzmaxima der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
|ψ|2 = 1 + f
2
r2
+ 2
f
r
cos [k0(r − z)] (6.14)
sind durch
k0(r − z) = 2πn+ φ, n = 0, 1, 2... (6.15)
gegeben. Hierbei ist die Phase
φ = 0, Z = +1 (6.16)
φ = π, Z = −1. (6.17)
Ersetzt man r =
√
ρ2 + z2, erha¨lt man die Lage der Maxima in der z-ρ-Ebene,
z =
ρ2
2cn
− cn
2
, cn =
2πn+ φ
k0
, (6.18)
welche Parabeln darstellen und in Abb. 6.6 zu erkennen sind.
Die Lage des Maximums der Ordnung n = 0 ergibt nach (6.15) ρ = 0 fu¨r Z = +1, d.h. die
z-Achse. Im abstoßenden Fall liegt das Maximum der Ordnung 0 nach (6.18) außerhalb
der z-Achse. Zusammengefasst lauten die Parabeln, auf denen die Maxima liegen:
zn =
1
2
k0
2nπ
ρ2 − 1
2
2nπ
k0
, Z = +1, (6.19)
zn =
1
2
k0
(2n+ 1)π
ρ2 − 1
2
(2n+ 1)π
k0
, Z = −1. (6.20)
In Abb. 6.7 sind die Impulsverteilungen p(k) fu¨r Z = +1 (oben) und Z = −1 (unten)
dargestellt. In beiden Fa¨llen ist die Wahrscheinlichkeit bei |k| ≈ k0 = 0.7 am gro¨ßten.
Dies ist jeweils an dem Ring zu erkennen, der allerdings aufgrund der Breite der Ge-
schwindigkeitsverteilung des einlaufenden Wellenpaketes verbreitert ist. Im anziehenden
Fall sind die Geschwindigkeiten außerhalb des Ringes sehr klein, beim abstoßenden Fall
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gibt es dagegen noch gro¨ßere Wahrscheinlichkeiten bei sehr kleinen Geschwindigkeiten.
Es werden also aus dem einlaufenden Wellenpaket im abstoßenden Fall mehr Elektronen
abgebremst. Dies kann man auch in der Energieverteilung in Abb. 6.8 erkennen. Dort sind
die Energieverteilungen fu¨r Z = +1 und Z = −1 dargestellt.
Im abstoßenden Fall ergibt sich neben dem Maximum bei der elastischen Energie E0 =
k20
2
= 0.245 fu¨r kleinere Energien als E0 eine ho¨here Wahrscheinlichkeit als im anziehenden
Fall. Fu¨r ho¨here Energien erkennt man, daß die Verteilung im anziehenden Fall ho¨here
Wahrscheinlichkeiten besitzt. Dies ist auf die Bindungsanteile der rekombinierten Elektro-
nen zuru¨ckzufu¨hren.
Dieser interessante Effekt der verschiedenen Interferenzstrukturen fu¨r Z = +1 und Z = −1
ist ein Nahfeldeffekt. Fu¨r sehr große Absta¨nde vom Ursprung wird die Streuamplitude f
sehr klein und die Ergebnisse fu¨r anziehende und abstossende Ionen gleichen sich einan-
der an. Ein a¨hnlicher Nahfeldeffekt wurde in der Arbeit von Ku¨hn et al. [47] verwendet.
Hierbei wird die Licht-Interferenz im Nahfeld als Mo¨glichkeit zur Detektierung eines flou-
reszierenden Moleku¨ls genutzt.
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Abbildung 6.7: Impulsverteilung p(k) am Ende der numerischen Rechnung ohne Laserfeld.
Oben: Z = +1, unten: Z = −1. E0 = 0, ω = 0.3, k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote
Bereiche bedeuten gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlichkeit.
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Abbildung 6.8: Energieverteilung der Elektronen nach der Streuung ohne Laserfeld. Z =
±1, E0 = 0, ω = 0.3, k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126. Das Maximum liegt bei der elastischen
Energie E0 = 0.245.
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Abbildung 6.9: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 am Ende der numerischen Rechnung
im Laserfeld und im abstoßenden Potential. Z = −1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 = 1, k0 =
2.0, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote Bereiche zeigen gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlichkeit.
Ablenkung durch abstoßendes Potential und Streuwellenerzeugung am Ursprung.
6.4 Streuung im Laserfeld: Schnelle Elektronen
In Anwesenheit des Lasers ko¨nnen die Elektronen beim Stoß Energie gewinnen oder ver-
lieren. Dies geschieht durch Absorption bzw. Emission einer Anzahl von Photonen, was
sich in den Energiespektren der gestreuten Elektronen durch diskrete Peaks im Abstand
einer Photonenenergie ω zeigt.
Der Streuprozeß kann dabei als prima¨rer Prozess stattfinden, im anziehenden Potenti-
al kann das Elektron jedoch rekombinieren, wieder durch das starke Laserfeld aus dem
Atomverbund entfernt werden und danach streuen. Dieser Prozess des Ionisierens und
des darauffolgenden Streuens wurde bereits im Zusammenhang mit der Ionisation von
neutralen Atomen ( Above-Threshold Ionization) erwa¨hnt.
Um nun den Prozess des reinen Streuens und des Streuens als sekunda¨rem Prozess zu
unterscheiden, werden anziehende und abstoßende Ionen verwendet. Korrelierte Sto¨ße sind
nur im Fall des anziehenden Potentials mo¨glich, die Rekombination entspricht hierbei dem
klassischen Teilcheneinfang bei den korrelierten Sto¨ßen.
In diesem Abschnitt werden zuerst schnelle Elektronen mit k0 = 2 behandelt. Als Fre-
quenz wird ω = 0.3, als Feldsta¨rke E0 = 0.3 und als Zeit n = 6 Laserperioden verwendet.
Damit ergibt sich fu¨r die Anfangsposition nach (6.2) z0 ≈ −126. In Abb. 6.9 ist die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen im abstoßenden Fall am Ende der numerischen
Rechnung dargestellt. Neben des deutlich oberhalb der z-Achse gelegenen Maximums, in
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klassischer Sichtweise hervorgerufen durch die Abstoßung vom Ion, erha¨lt man konzentri-
sche Ringe um den Ursprung. Jeder Ring steht fu¨r eine Photonenordnung, d.h. fu¨r eine
Anzahl von n absorbierten oder emittierten Photonen.
Entlang eines Ringes erkennt man die Maxima und Minima in der Aufenthaltswahrschein-
lichkeit: Fu¨r eine Photonenordnung gibt es eine bestimmte Vorzugsrichtung, in welche
die Elektronen nach dem Streuprozess fliegen. Dies kann mit der 1. Bornschen Na¨herung
(siehe auch na¨chstes Kapitel) erkla¨rt werden.
In Abb. 6.10 oben lassen sich die Multiphotonen-Prozesse bei der Darstellung der Impuls-
wahrscheinlichkeit noch besser erkennen: Um den Ursprung herum erha¨lt man konzentri-
sche Ringe. Jeder Ring steht fu¨r Elektronen mit bestimmter Energie E, wobei diese sich
aus der urspru¨nglichen und der n-fachen Photonen-Energie zusammensetzt:
E =
k20
2
+ nω, n = 0,±1,±2, ... (6.21)
Der spezielle Ring mit dem Radius |k| = k0 = 2 beschreibt den elastischen Fall. Alle
Ringe innerhalb dieses Ringes bedeuten Energieverlust, also Emission von Photonen, alle
außerhalb Energiegewinn, also Absorption. Entlang einer Photonenordnung erkennt man
die bereits erwa¨hnten Maxima und Minima. Die gro¨ßtmo¨gliche Anzahl an emittierten
Photonen ist hierbei n = | − 6|, Energien kleiner als E = k20
2
− 6ω = 0.2, was einem
Impulsradius von |k| ≈ 0.63 (siehe innerster Ring) entspricht, sind verboten, da die Energie
bei der Emission von sieben Photonen negativ wa¨re und ausgeschlossen ist, es werden
schließlich kinetische Energien betrachtet: E7 =
k20
2
− 7ω < 0. Hier sei darauf hingewiesen,
daß im anziehenden Fall Rekombination und sekunda¨re Ionisation auftreten. Dabei werden
auch kleinere bis verschwindende Impulse beobachtet.
Am wahrscheinlichsten ist der elastische Bereich, der sich in Abb. 6.10 dunkelrot von dem
Rest der Verteilung abhebt: Nur die Elektronen, die nahe der z-Achse stoßen, im klassi-
schen Bild also mit kleinen Stoßparametern, ko¨nnen Energie aufnehmen bzw. abgeben.
Bei gro¨ßeren Stoßparametern sind die Sto¨ße nahezu elastisch. Hier wurde ein Wellenpaket
auf der z-Achse gewa¨hlt. Nur die Anteile dieser Verteilung nahe der Achse ermo¨glichen
Energieu¨bertra¨ge.
Aufallend ist neben den konzentrischen Multi-Photonen-Ringen in Abb. 6.10 die große
Kreisstruktur. Diese entspricht gerade ungefa¨hr dem Cutoff-Kreis nach dem klassischen in-
stantanen Stoßmodell. Der gro¨ßtmo¨gliche Geschwindigkeitsgewinn im Fall der Ru¨ckwa¨rts-
streuung wird beschrieben durch kmax = | − k0 − 2v0| = | − 4| = 4, v0 = E0ω = 1. Der
große Kreis ist neben dem kleinen Kreis fu¨r maximalen Energieverlust miteingezeichnet.
Der klassisch verbotene Bereich innerhalb des kleinen Cutoff-Kreises ist hierbei allerdings,
wie man erkennen kann, ausgefu¨llt und quantenmechanisch erlaubt.
Im unteren Teil des Bildes (Abb. 6.10) ist die Wahrscheinlichkeit der Streuung in z- Rich-
tung aufgetragen, d. h. p(kz, kρ = 0). In Vorwa¨rtsrichtung erha¨lt man den elastischen Peak.
Am Ursprung liegt der verbotene Bereich, und in Ru¨ckwa¨rtsrichtung ist das ausgepra¨gte
Ru¨ckstreuplateau zu erkennen mit dem Cutoff −k0 − 2v0 = −4.
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Abbildung 6.10: Oben: Impulswahrscheinlichkeit p(k) am Ende der numerischen Rech-
nung im Laserfeld und im abstoßenden Potential. Z = −1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 =
1, k0 = 2.0, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote Bereiche zeigen gro¨ßte, blaue geringste Wahrschein-
lichkeit. Konzentrische Ringe: Multiphotonen-Prozesse, großer Cutoff-Kreis: Vergleich mit
klassischen instantanen Stoßmodell. Unten: Impulswahrscheinlichkeit p(kz, kρ = 0) in z-
Richtung. Vorwa¨rts-Streuung nahezu elastisch, Ru¨ckwa¨rts-Streuung: Plateau.
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Abbildung 6.11: Energiespektrum p(E) am Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld
und im abstoßenden Potential. Z = −1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 = 1, k0 = 2.0, τ = 6T ≈ 126.
Schwarz: Energieverteilung aller Elektronen, rot: Energieverteilung von vorwa¨rtsgestreuten
Elektronen, gru¨n: Energieverteilung von ru¨ckwa¨rtsgestreuten Elektronen. Multiphotonen-
Peaks und Plateau.
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Abbildung 6.12: Energiespektrum p(E) am Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld.
Vergleich zwischen abstoßendem und anziehendem Potential. E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 =
1, k0 = 2.0, τ = 6T ≈ 126. Schwarz: Abstoßend, rot: Anziehend.
In Abb. 6.11 ist die Energieverteilung fu¨r Z = −1 dargestellt. Neben der schwarzen Kurve,
die die Verteilung fu¨r alle Elektronen angibt, sind die Verteilungen fu¨r Elektronen, die in
Vorwa¨rts- bzw. in Ru¨ckwa¨rtsrichtung gestreut werden, separat eingezeichnet. Hierbei be-
deutet die negative Energieachse nicht, daß es sich um negative Energien handelt, sondern
daß die Teilchen in Ru¨ckwa¨rtsrichtung gestreut werden.
In Vorwa¨rtsrichtung (rot, Abb. 6.11) erkennt man den elastischen Peak, wa¨hrend sich in
Ru¨ckwa¨rtsrichtung (gru¨n) das Plateau bemerkbar macht. Man erkennt auch Peaks aus den
Multiphotonen-Prozessen, die jeweils genau eine Photonenenergie ω auseinander liegen.
Das Spektrum in Abb. 6.11 fa¨llt bei E = 8 ab, was gerade dem Cutoff (−k0−2v0)
2
2
ent-
spricht. Zum Vergleich ist auch das Spektrum des klassischen instantanen Modells hinzu-
gefu¨gt, das in Kapitel 2.3 behandelt wurde. Hierbei ist nun die Normierung aus (2.24) so
gewa¨hlt, daß die klassische Energieverteilung an die Kurve der quantenmechanischen Rech-
nung (schwarz Kurve) angepasst wurde. Die Gemeinsamkeiten zwischen den Ergebnissen
der Quantenmechanik und denen des klassischen instantanen Modells fu¨r diese schnel-
len Elektronen wird deutlich: Der Stoß findet na¨herungsweise zu einem festen Zeitpunkt
statt. In der klassischen Beschreibung wird dies im instantanen Modell behandelt, in der
Quantenmechanik la¨ßt sich der einmalige Stoßprozess in der 1. Bornschen Na¨herung be-
schreiben, die Multi-Photonenprozesse vorhersagt (siehe Kapitel 7). In Abb. 6.12 ist zum
Vergleich neben dem Energiespektrum des eben behandelten abstoßenden Potentials das
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des anziehenden Potentials dargestellt. Hierbei treten kaum Unterschiede auf, die Rekom-
binationseffekte sind sehr gering, da die meisten Elektronen im Wellenpaket eine zu große
Anfangsgeschwindigkeit besitzen. Korrelierte Mehrfachsto¨ße sind somit kaum mo¨glich.
In Abb. 6.13 findet man fu¨r den anziehenden Fall die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2
(oben) und die Impulsverteilung p(k) (unten). Im Bild der Aufenthaltswahrscheinlichkeit
erkennt man wieder das starke Interferenz-Maximum hinter dem Ion auf der z-Achse. Au-
ßerdem sind nahe dem Ursprung Elektronen zu finden, die auf Bindungszusta¨nde schließen
lassen.
Im Geschwindigkeitsbild lassen sich diese (hier geringen) Rekombinationseffekte daran
erkennen, daß nun im Gegensatz zum abstoßenden Potential sehr kleine Geschwindigkeiten
vorhanden sind: Elektronen rekombinieren, werden dann durch das Laserfeld ionisiert und
haben keine Vorzugsrichtung beim Austritt aus dem Atomverbund. Daher kann man fu¨r
diese beim Austritt k0 ≈ 0 annehmen.
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Abbildung 6.13: Oben: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 am Ende der numerischen Rech-
nung im Laserfeld und im anziehenden Potential. Z = +1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 = 1, k0 =
2.0, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote Bereiche bedeuten gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlich-
keit. Interferenzmaxima auf der z-Achse und Streuwellenerzeugung am Ursprung. Unten:
Zugeho¨rige Impulswahrscheinlichkeit p(k). Konzentrische Ringe: Multiphotonen-Prozesse.
Sehr kleine Impulse: Rekombination, danach Ionisation und Streuung
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6.5 Streuung im Laserfeld: Langsame Elektronen
Wa¨hrend im letzten Abschnitt das Impuls- und Energiespektrum fu¨r schnelle Elektronen
mit k0 = 2 behandelt wurden, wobei die Gemeinsamkeiten fu¨r die Sto¨ße der schnellen
Elektronen mit denen des klassischen instantanen Modell diskutiert wurden, wird nun das
quantenmechanische Pendant zu den klassisch korrelierten Sto¨ßen untersucht. Hierbei wird
eine kleinere Geschwindigkeit von k0 = 0.7 < v0 angenommen, die Laserparameter sind
dieselben wie zuvor. Zuerst wird wieder der reine Streuprozess mit Hilfe des abstoßenden
Potentials behandelt.
In Abb. 6.14 ist oben die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fu¨r ein abstoßendes Potential
dargestellt. In der Geschwindigkeitsverteilung erkennt man wieder die gewohnte Multi-
Photonen-Ringstruktur. In diesem Geschwindigkeitsregime ist allerdings der große instan-
tane Cutoff-Kreis nicht mehr gut zu erkennen, dieser liegt verdeckt in der Verteilung. In
Abb. 6.15 ist fu¨r den abstoßenden Fall die Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu verschiedenen
Zeiten wa¨hrend der Simulation zu erkennen.
Man erkennt neben der Bildung von Streuwellen am Ursprung (zu sehen anhand der
Ringe) die Abstoßung durch das Ion-Potential (Ablenkung des Maximums im dunkelroten
Bereich).
Wird nun ein anziehendes Potential verwendet, erha¨lt man ein stark vera¨ndertes Bild, Abb.
6.17: Sowohl in der Orts- als auch in der Impulsdarstellung erkennt man, wie die Multi-
Photonen-Ringe gesto¨rt werden. Diese klaren Ringstrukturen ko¨nnen, wie bereits erwa¨hnt,
recht gut mit einer Ein-Stoß-Na¨herung, der 1. Bornschen Na¨herung, vorhergesagt werden.
Da wir nun allerdings langsame Elektronen im anziehenden Potential betrachten, ko¨nnen
die Elektronen rekombinieren, was dem klassischen Einfang bei den korrelierten Sto¨ßen
entspricht.
Die wiederum numerisch berechneten Energieverteilungen fu¨r den anziehenden und den
abstoßenden Fall fu¨r langsame Elektronen lassen sich in Abb. 6.16 vergleichen. Die bei-
den Verteilungen haben eine qualitativ a¨hnliche Struktur mit dem Maximum fu¨r den
elastischen Stoß sowie einer Anzahl von Multi-Photonen-Peaks im Abstand einer Photo-
nenenergie ω. Zusa¨tzlich ist die Verteilung aus dem instantanen Modell eingetragen. Der
Energie-Cutoff bei der Energie (−k0−2v0)
2
2
= 3.645 ist z. B. bei der Verteilung im absto-
ßenden Fall (rot, Abb. 6.16) nicht mehr so stark zu erkennen, jedoch a¨ndert sich dort die
Steigung der Kurve.
Insgesamt liegt die Kurve fu¨r den anziehenden Fall in Abb. 6.16 viel ho¨her. Man kann hier
den Fall der korrelierten Sto¨ße im klassischen dynamischen Modell fu¨r k0 = 0.7 heranzie-
hen (siehe dazu Kapitel 3.4). Dort wurde der elastische Bereich im Geschwindigkeitsbild
fu¨r manche Stoßparameter geleert und es gab eine Streuung mit allen mo¨glichen Endge-
schwindigkeiten.
Interessant ist noch die hinzugefu¨gte gru¨ne Kurve in 6.16. Diese gibt die kinetische Ener-
gieverteilung p(E) = 32
π
2E
(1+2E)4
(Anhang B.2) des Wasserstoff-Grundzustandes an. Diese
wurde allerdings quantitativ an die schwarze Kurve angepaßt, um so die hohen Geschwin-
digkeiten des Bindungszustandes zu illustrieren. Dies bedeutet, daß es einen Anteil von
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Abbildung 6.14: Oben: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 am Ende der numerischen Rech-
nung im Laserfeld und im abstoßenden Potential. Z = −1, E0 = 0.3, ω = 0.3, (v0 = 1), k0 =
0.7, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote Bereiche gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlichkeit. Ablen-
kung durch abstoßendes Potential und Streuwellenerzeugung am Ursprung. Unten: Ent-
sprechende Impulswahrscheinlichkeit p(k). Konzentrische Ringe: Multiphotonen-Prozesse.
Klassische instantane Cutoff-Kreise nicht sichtbar.
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Abbildung 6.15: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 zu verschiedenen Zeiten im Laserfeld
und im abstoßenden Potential. Z = −1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 = 1, k0 = 0.7, τ = 6T ≈
126. Dunkelrote Bereiche bedeuten gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlichkeit. Abstoßung
durch das Ion und Streuwellenerzeugung am Ursprung.
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Abbildung 6.16: Energiespektrum p(E) am Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld.
Vergleich zwischen abstoßendem (rot) und anziehendem (schwarz) Potential. E = 0.3,
ω = 0.3, (v0 = 1), k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126. Blau: Energieverteilung des instantanen
Stoßmodells. Gru¨n: kinetische Energieverteilung des Wasserstoffgrundzustands, Gro¨ßen-
ordnung willku¨rlich, angepaßt an die Kurve Z = +1.
gebundenen Elektronen im Grundzustand gibt, wie auch im folgenden Bild 6.18 zu er-
kennen ist. In diesem sind fu¨r den zuletzt behandelten Fall der langsamen Elektronen
fu¨r das anziehende Potential neben dem bisher verwendeten kinetischen Energiespektrum
(schwarz) das Spektrum der Gesamtenergie (rot) eingetragen. Dieses wurde mit einem zeit-
aufwa¨ndigen Konjugierten Gradienten Verfahren ermittelt (Anhang D). Mit diesem ist es
mo¨glich, auch negative Energien und somit Bindungszusta¨nde nachzuweisen. Es dient zur
U¨berpru¨fung der Annamhme, daß fu¨r die gestreuten Wellenpakete nach Entfernen des
Elektrons vom Ion die Betrachtung der kinetische Energieverteilung ausreichend ist. Hier-
bei wird die Wahrscheinlichkeit, fu¨r den Endzustand ψf einen Energieeigenwertwert E im
Intervall E ± γ (der Breite 2γ zentriert um E) zu messen, u¨ber den Fenster-Operator P
(fu¨r Projektor) berechnet:
P (E, n, γ) =
γ2
n
(H0 − E)2n + γ2n , (6.22)
wobei der Hamiltonoperator H0 der eines Teilchens im Ion ohne Feld und n eine natu¨rliche
Zahl sind. Die Wahrscheinlichkeit ist dann u¨ber durch Erwartungswert
p(E, n, γ) = 〈ψf |P |ψf〉 (6.23)
= 〈ψf | γ
2n
(H0 −E)2n + γ2n |ψf 〉
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gegeben. Dies ist eine Na¨herung fu¨r die Delta-Funktion,
p(E) = 〈ψf |δ(H0 − E)|ψf〉 , (6.24)
und liefert gerade beim Eigenwert E von H0 einen Wert ungleich Null.
Das Gesamtenergie-Spektrum sieht ein wenig unstetiger aus, es hat nicht so viele Stu¨tz-
werte E, allerdings la¨ßt sich bei E = −0.5 ein Anteil rekombinierter Elektronen feststellen.
Dort liegt die Wasserstoff- Grundzustandsenergie von E = −13.6 eV. Ansonsten stimmen
die beiden Spektren gut u¨berein.
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Abbildung 6.17: Oben: Aufenthaltswahrscheinlichkeit |ψ|2 am Ende der numerischen Rech-
nung im Laserfeld und im anziehenden Potential. Z = +1, E0 = 0.3, ω = 0.3, v0 = 1, k0 =
0.7, τ = 6T ≈ 126. Dunkelrote Bereiche bedeuten gro¨ßte, blaue geringste Wahrscheinlich-
keit. Interferenzmaximum auf der z-Achse hinter dem Ion und Streuwellenerzeugung am
Ursprung. Sto¨rung der Multi-Photonen-Ringe. Unten: Entsprechende Impulswahrschein-
lichkeit p(k). Konzentrische Multiphotonen-Ringe sind gesto¨rt.
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Abbildung 6.18: Kinetisches Energiespektrum p(E) und Spektrum der Gesamtenergie ge-
gen Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld und im anziehenden Potential. E0 = 0.3,
ω = 0.3, v0 = 1, k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126. Schwarz: Kinetische Energieverteilung, rot: Spek-
trum der Gesamtenergie, rekombinierte Elektronen bei E = −0.5 ( E=-13.6 eV).
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Kapitel 7
Quantenmechanische Behandlung: 1.
Bornsche Na¨herung
Der Streuprozeß des Elektrons im Laserfeld la¨ßt sich sto¨rungstheoretisch mithilfe der
Quantenmechanik behandeln. Hierbei wird das Ion-Potential als Sto¨rung betrachtet, was
voraussetzt, daß das Ion-Potential als genu¨gend klein gegenu¨ber dem Laserfeld angenom-
men wird. Die 1. Bornsche Na¨herung ist hierbei eine 1-Stoß-Na¨herung: Der Zustand des
Elektrons wird vor und nach dem Stoß als ebene Welle angenommen, der U¨bergang zwi-
schen diesen Zusta¨nden wird durch ein Stoß verursacht.
Dieses Kapitel dient zur theoretischen U¨berpru¨fung der numerischen Ergebnisse fu¨r die
Multiphotonen-Prozesse. Die folgende Rechnung ist dabei angelehnt an die Arbeit von
Kroll und Watson [16].
7.1 Zeitabha¨ngige Schro¨dingergleichung
Die zeitabha¨ngige Schro¨dingergleichung des Elektrons im Ion-Potential und dem Laserfeld
ist wie in (5.70) im KH-System gegeben durch
i∂t|ψ >= H|ψ >, (7.1)
wobei der Hamiltonoperator H = H0 + V (r + ξ) aus dem ungesto¨rten Hamiltonoperator
H0 =
p2
2
(7.2)
und dem zeitabha¨ngigem Ion-Potential V (r + ξ) mit
ξ¨ = −E(t) (7.3)
besteht.
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Die Transformation aus dem Schro¨dingerbild ins Wechselwirkungsbild ist hierbei nu¨tzlich.
Die Schro¨dingergleichung lautet hierfu¨r
i∂t|ψ >I= HI |ψ >I , (7.4)
wobei die Gro¨ßen im Wechselwirkungsbild (Index I) und die im Schro¨dingerbild bekann-
terweise u¨ber
HI = e
iH0tV (r + ξ)e−iH0t, (7.5)
|ψ >I = eiH0t|ψ >, (7.6)
zusammenha¨ngen.
Integriert man (7.4), ergibt sich fu¨r den Zustand zur Zeit t
|ψ >I= |ψ(0) >I −i
∫ t
0
dt′HI(t
′)|ψ(t′) > . (7.7)
Durch erneutes Anwenden der Schro¨dingergleichung auf den Zustand in (7.4) erha¨lt man
|ψ >I= |ψ(0) >I −i
∫ t
0
dt′HI(t
′)|ψ(0) >I −
∫ t
0
dt′
∫ t′
0
dt′′HI(t
′)HI(t
′′)|ψ(t′′) >I . (7.8)
7.2 1. Bornsche Na¨herung
In der 1. Bornschen Na¨herung werden ausschließlich Terme in der 1. Ordnung beru¨cksich-
tigt, d.h. das Elektron unterliegt nur einmal dem Einfluß des Streupotentials, das in HI
steckt. Somit verbleibt fu¨r den Endzustand:
|ψ >I= |ψ(0) >I −i
∫ t
0
dt′HI(t
′)|ψ(0) >I . (7.9)
Ist das Ion-Potential Null, fa¨llt der Wechselwirkungsterm weg und man verwendet ebene
Wellen |k > als stationa¨re Zusta¨nde fu¨r das Elektron:
< r|k >= 1
(2π)3/2
ei(kr−ωkt), ωk =
k2
2
. (7.10)
Bei der Streuung wird nun der U¨bergang einer ebenen Welle |k′ > in den Zustand |k >
betrachtet. Die U¨bergangsamplitude Mkk′ ergibt hierfu¨r
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Mkk′ =< k|ψ >I = −i
∫ t
0
dt′ < k|HI |k′ > (7.11)
= −i
∫ t
0
dt′ < k|eiH0tV e−iH0t|k′ >
= −i
∫ t
0
dt′ < k|V (r + ξ|k′ > eiωkk′ t, ωkk′ = k
2
2
− k
′2
2
= −i
∫ t
0
dt′eiωkk′t
∫
d3r < k|r > V (r + ξ) < r|k′ >
= −i
∫ t
0
dt′eiωkk′t
∫
d3r′ < k|r′ − ξ > V (r′) < r′ − ξ|k′ >
= −i
∫ t
0
dt′eiωkk′t
∫
d3r′ < k|r′ > V (r′) < r′|k′ > ei(k−k′)ξ
= −i < k|V |k′ >
∫ t
0
dt′ei[(k−k
′)ξ+ωkk′ t]. (7.12)
Benutzt man fu¨r das elektrische Feld E = E0 sin (ωt) bzw. ξ = ξ0 sin (ωt) = E0/ω
2 sin (ωt)
und fu¨hrt den Parameter
z = (k − k0)ξ0 (7.13)
ein, ergibt sich fu¨r die Amplitude unter Zuhilfenahme der Identita¨ten fu¨r die Besselfunktion
Jn(z),
eiz sin (ωt) =
∞∑
n=−∞
Jn(z)e
inωt, (7.14)
J−n(z) = (−1)nJn(z), (7.15)
Mkk′ = −i < k|V |k′ >
∞∑
n=−∞
(−1)nJn(z)
∫ t
0
dt′ei[ωkk′−nω]t
′
(7.16)
= −i < k|V |k′ >
∞∑
n=−∞
(−1)nJn(z) 1
i∆n
(ei∆nt − 1), ∆n = ωkk′ − nω,
= −i < k|V |k′ >
∞∑
n=−∞
(−1)nJn(z) 2
∆n
ei∆nt/2 sin (
∆nt
2
). (7.17)
Um die U¨bergangswahrscheinlichkeit zu ermitteln, wird zuerst das Betragsquadrat gebil-
det:
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|Mkk′|2 = | < k|V |k′ > |2
∞∑
n,m=−∞
(−1)n(−1)mJn(z)Jm(z)
sin (∆nt
2
) sin (∆mt
2
)
(∆n
2
)(∆m
2
)
· exp
[
i
(∆n −∆m)t
2
]
. (7.18)
Im na¨chsten Schritt werden nur die Terme n = m beru¨cksichtigt und die kleineren Misch-
terme vernachla¨ssigt:
|Mkk′|2 = | < k|V |k′ > |2
∞∑
n=−∞
J2n(z)
sin2 (∆nt
2
)
(∆n
2
)2
.
(7.19)
Der Term
sin2 (∆nt
2
)
(∆n
2
)2
besitzt an der Resonanzstelle ∆n = 0 den Funktionswert t
2 und die
erste Nullstelle bei ∆n = ±2πt . Fu¨r große Zeiten wird die Verteilung an der Resonanzstelle
steil und schmal und der Term la¨ßt sich durch die Delta-Funktion ersetzen,
sin2 (∆nt
2
)
(∆n
2
)2
→ 2πtδ(∆n). (7.20)
Somit verbleibt
|Mkk′|2 ≈ 2πt| < k|V |k′ > |2
∞∑
n=−∞
J2n(z)δ(∆n).
Fu¨r die Energieverteilung muß zuna¨chst die Zustandsdichte im Impulsraum ermittelt wer-
den. Damit diese endlich bleibt, wird zuna¨chst von einem begrenzten Raum, einem Wu¨rfel
mit den Seitenla¨ngen L und dem Volumen V = L3 ausgegangen. Die Zusta¨nde der Elek-
tronen als ebene Wellen sollen auf den Ra¨ndern des Volumens verschwinden, wodurch sich
fu¨r diese ergibt:
ψk =
1√
V
eikr, (7.21)
mit den abza¨hlbaren Impulsen ki =
π
L
ni, ni = 0,±1,±2, in die drei Raumrichtungen
i = x, y, z.
Die Zustandsdichte im k-Raum lautet dann:
ρ =
V
(2π)3
. (7.22)
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Die U¨bergangswahrscheinlichkeit pro Energieintervall mit der Energie E = k
2
2
erha¨lt man
nun aus
dP = ρ|Mkk′|2d3k = ρ|Mkk′|2k2dkdΩ = ρ|Mkk′|2
√
2EdEdΩ. (7.23)
Ersetzt man die freien ebenen Wellen im Matrixelement Mkk′ durch die auf das Volumen
normierten Wellenfunktionen in (7.21) und ersetzt das Volumen durch die einfallende
Stromdichte j0, j0 =
k0
V
, erha¨lt man
dP
dE
=
j0t
k0
1
(2π)2
∫
4π
dΩ| < k|V |k′ > |2
∞∑
n=−∞
√
2EJ2n(z)δ(∆n), (7.24)
∆n = ωkk′ − nω = k
2
2
− k
′2
2
− nω = E − E ′ − nω. (7.25)
In dieser Arbeit wurden in den numerischen Rechnungen Gaußsche Wellenpakete fu¨r die
Elektronen verwendet, daher muß noch der Ausdruck j0
k0
t in (7.24) fu¨r diese angepaßt
werden.
Fu¨r ebene Wellen Aeikr gilt fu¨r die Stromdichte j0 = |A|2k0 mit der konstanten Amplitude
A. Folgende Ersetzung ist daher fu¨r ebene Wellen richtig: j0
k0
t→ |A|2t.
Fu¨r das Wellenpaket, das zur Anfangszeit durch
ψ0(ρ, z) = (
√
2
π
1
d0
)3/2eik0(z−z0)e
−x
2+y2+(z−z0)
2
d20 (7.26)
gegeben ist, werden alle Amplituden A(t) zu allen Zeiten t am Koordinatenursprung mit-
beru¨cksichtigt. Es wird allerdings aus Gru¨nden der Einfachheit von einer festen Breite d0
ausgegangen, da das Integral u¨ber die Zeit zu kompliziert werden wu¨rde, beru¨cksichtigte
man die Zeitabha¨ngigkeit der Breite d(t). Es folgt die Ersetzung
j0
k0
t→
∫ ∞
−∞
dt|A(t)|2 =
∫ ∞
−∞
dt(
√
2
π
1
d0
)3 exp
(
−2(k0t)
2
d20
)
(7.27)
=
2
πd20k0
.
Somit ergibt sich fu¨r die Energiedichte
dP
dE
=
4
(2π)3d20k0
∫
4π
dΩ| < k|V |k′ > |2
∞∑
n=−∞
√
2EJ2n(z)δ(∆n). (7.28)
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Die Verteilung besteht aus diskreten Peaks an den Stellen ∆n = 0. D. h. falls die Energie-
differenz ωkk′ aus der auslaufenden Welle, Index k, und der einlaufenden, Index k
′, gerade
der Energie von einer Anzahl n Photonen entspricht, gibt es einen nichtverschwindenen
Anteil in der Energieverteilung. Im Fall n > 0 liegt Absorption vor und das Elektron
gewinnt Energie (k
2
2
> k
′2
2
), im Falle n < 0 Emission und es verliert Energie (k
2
2
< k
′2
2
).
Die Wahrscheinlichkeit fu¨r einen solchen resonanten n-Photonen-Prozess mit der Energie
En = E
′ + nω la¨ßt sich durch Integration u¨ber ein solches Delta-Peak ermitteln:
Pn =
(
4
(2π)3d20k0
∫
4π
dΩ| < k|V |k′ > |2
√
2EnJ
2
n(z)
)
k=
√
2En
. (7.29)
Hierbei ist die Fouriertransformierte fu¨r das Coulomb-Potential gegeben durch (siehe [45])
Vκ = < k|V |k′ >=
∫
d3re−iκr
1
r
, κ = k − k′ (7.30)
= 4π
1
|κ|2 . (7.31)
In den folgenden Abbildungen sind diese Wahrscheinlichkeiten fu¨r n-Photonen-Prozesse
aus der 1. Bornschen Na¨herung mit den Energieverteilungen aus den numerischen Rech-
nungen (Kapitel 6) dargestellt. Bei der Auswertung von (7.29) wurde fu¨r die Integration im
gesamten k-Raum ein numerisches Programm zu Integration verwendet, das Peer Mumcu
im Rahmen seiner Diplomarbeit [40] entwickelt hat.
Man erkennt in Abb. 7.1, daß fu¨r schnelle Elektronen, k0 = 2, in den numerischen Rechnun-
gen die Lage der Multi-Photonen-Peaks fu¨r kleine Energien gut mit denen aus der Born-
schen Na¨herung u¨bereinstimmen. Fu¨r gro¨ßere Energien jedoch erha¨lt man eine schlechte-
re U¨bereinstimmung: Hier liegen die numerischen Peaks bei ho¨heren Energien. In beiden
Lo¨sungen erkennt man deutlich, wie die Verteilung der numerischen Lo¨sung und die Wahr-
scheinlichkeit der Bornschen Na¨herung bei der Cutoff-Energie E = 8 abfa¨llt. Diese wird
so auch im klassischen instantanen Stoßmodell vorhergesagt.
Fu¨r die langsamen Elektronen fa¨llt auf, daß im anziehenden Fall Z = +1 die Lage der
Peaks in Abb. 7.2 u¨bereinstimmen, im abstoßenden Fall in Abb. 7.3 allerdings tritt wieder
eine Verschiebung der Energie-Peaks in der numerischen Lo¨sung gegenu¨ber denen aus der
Bornschen Na¨herung auf. Diese Unterschiede treten daher auf, da hier in diesem Modell
des instantanen Stoßes, der ja durch die 1. Bornsche Na¨herung beschrieben wird, nur der
U¨bergang von einem Impulszustand k0 in einen Zustand k betrachtet wird. Da der Impuls
aber vom Ort abha¨ngt, das Elektron wird schließlich (klassisch betrachtet) wa¨hrend des
Fluges im ortsabha¨ngigen Potential beschleunigt und a¨ndert seine Geschwindigkeit, mu¨ßte
man zur Verbesserung der Sto¨rungsrechnung U¨berga¨nge von ortsabha¨ngigen Impulsen
betrachten.
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Abbildung 7.1: Numerisch ermitteltes Energiespektrum p(E) fu¨r schnelle Elektronen am
Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld und im anziehenden Potential (blau) sowie
1. Bornsche Na¨herung (rot). Z = +1, E = 0.3, ω = 0.3, (v0 = 1), k0 = 2.0, τ = 6T ≈ 126.
Multiphotonen-Peaks und Plateau in beiden Fa¨llen. Klassischer Energie-Cutoff bei E = 8.
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Abbildung 7.2: Numerisch ermitteltes Energiespektrum p(E) fu¨r langsame Elektronen am
Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld und im anziehenden Potential (blau) sowie
1. Bornsche Na¨herung (rot). Z = +1, E = 0.3, ω = 0.3, (v0 = 1), k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126.
Multiphotonen-Peaks und Plateau in beiden Fa¨llen. Klassischer Energie-Cutoff bei E =
3.645.
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Abbildung 7.3: Numerisch ermitteltes Energiespektrum p(E) fu¨r langsame Elektronen am
Ende der numerischen Rechnung im Laserfeld und im abstoßenden Potential (blau) sowie
1. Bornsche Na¨herung (rot). Z = −1, E = 0.3, ω = 0.3, (v0 = 1), k0 = 0.7, τ = 6T ≈ 126.
Multiphotonen-Peaks und Plateau in beiden Fa¨llen. Klassischer Energie-Cutoff bei E =
3.645.
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Kapitel 8
Zusammenfassung
Elektron-Ion Sto¨ße bilden den grundsa¨tzlichen Prozess, der zur inversen Bremsstrahlungs-
absorption von Laserlicht in Plasmen fu¨hrt. Im Rahmen dieser Arbeit wird das bina¨re
Elektron-Ion-Streuproblem in einem starken Laserfeld untersucht. Dabei wird die Geome-
trie des parallelen Einfalls gewa¨hlt, bei der die Elektronen entlang der Polarisationsrich-
tung des Laserfeldes eingestrahlt werden. Die Streuung wird durch zwei wichtige Parame-
ter charakterisiert. Der erste Parameter bezeichnet das Verha¨ltnis des Stoßparameters zur
Schwingungsamplitude des Elektrons im Laserfeld. Ist dieses Verha¨ltnis klein, so spricht
man von einem Stoß in einem starken Laserfeld. Die Sto¨ße ko¨nnen dann na¨herungswei-
se als instantan betrachtet werden. Der zweite Parameter bezeichnet das Verha¨ltnis der
Driftgeschwindigkeit zur Oszillationsgeschwindigkeit des Elektrons im Laserfeld. Ist dieses
Verha¨ltnis klein, so kann das Laserfeld die Bewegungsrichtung des Elektrons wa¨hrend des
Stoßes umkehren. Es treten dann Mehrfachsto¨ße auf, die durch die Bewegung im Laserfeld
korreliert sind. Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der Energie- und Impulsverteilungen
der gestreuten Elektronen im Bereich starker Felder und korrelierter Sto¨ße.
Unkorrelierte Sto¨ße im Fall starker Laserfelder werden in Kapitel 2 mit einem klassischen
instantanen Stoßmodell behandelt. Dabei werden die Endgeschwindigkeiten in Abha¨ngig-
keit vom Stoßparameter und der Laserphase wa¨hrend des Stoßes untersucht. Bei kleinen
Stoßparametern ergeben sich große Unterschiede der Endgeschwindigkeiten fu¨r verschie-
dene Stoß-Laserphasen, sehr große Energieu¨bertra¨ge treten nur in diesem Fall auf. Bei
gro¨ßeren Stoßparametern bleibt der Stoß nahezu elastisch, was im berechneten Energie-
spektrum durch einen ausgepra¨gten Peak verdeutlicht wird. Neben dem elastischen Peak
erha¨lt man ein breites Plateau mit dem Cutoff fu¨r ru¨ckwa¨rtsgestreute Elektronen bei der
Energie (k0 + 2v0)
2/2.
Die Ergebnisse fu¨r die Endgeschwindigkeiten der instantanen Sto¨ße aus Kapitel 2 werden
in Kapitel 3 im Rahmen des klassischen dynamischen Modells im Fall schneller Elektronen
besta¨tigt und erga¨nzt: Wie im instantanen Modell werden bei maximaler Oszillationsge-
schwindigkeit wa¨hrend des Stoßes v0 die gro¨ßten und bei minimaler Geschwindigkeit −v0
die kleinsten Geschwindigkeiten beobachtet. Fu¨r Oszillationsgeschwindigkeiten dazwischen
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spaltet sich im Geschwindigkeitsbild die Kurve des instantanen Modells in eine Bananen-
form auf. Dies wird damit begru¨ndet, daß der retardierte Stoß gegenu¨ber dem avancierten
mehr Energie u¨bertra¨gt.
Fu¨r langsame Elektronen, bei denen die Driftgeschwindigkeit kleiner als die Oszilla-
tionsgeschwindigkeit ist, erha¨lt man statt einer Bananenform verschiedene Regime im Ge-
schwindigkeitsbild: Fu¨r bestimmte Anfangsbedingungen A¨ste mit einfacher Streuung, fu¨r
andere Anfangsbedingungen A¨ste mit korrelierten Doppelkollisionen. Die Struktur der
A¨ste ist regula¨r, d.h. bei geringer Vera¨nderung der Anfangsbedingung erha¨lt man einen
benachbarten Punkt auf dem Ast. Zwischen verschiedenen A¨sten gibt es Anfangsbedin-
gungen deren Endgeschwindigkeiten chaotisch verteilt sind.
In Kapitel 4 wird zur Erkla¨rung der Bananenform die Zeitabha¨ngigkeit des klassischen dy-
namischen Stoßes aus Kapitel 3 sto¨rungstheoretisch im Fall starker Laserfelder behandelt,
wobei na¨here Erkla¨rungen fu¨r die unterschiedlichen Ergebnisse im klassischen dynamischen
und im klassischen instantanen Fall abgeleitet werden. Dabei werden innere und a¨ußere
Bereiche um das Ion mit verschiedenen Skalierungen fu¨r die Bahnbewegung sto¨rungstheo-
retisch untersucht. Anhand der Abha¨ngigkeit der Energie von der Stoßphase wird der
Unterschied zwischen einem retardierten und einem avancierten Stoß deutlich.
Eine vollsta¨ndige Beschreibung der Coulomb-Sto¨ße liefert die Quantenmechanik. Deshalb
wird in Kapitel 5 ein numerischer Algorithmus zur Lo¨sung der zeitabha¨ngigen Schro¨din-
gergleichung mithilfe eines impliziten Alternating-Direction-Implicit-Verfahrens (ADI) be-
schrieben. Die Fouriertransformierte der Wellenfunktion wird mit einer Schnellen Fourier-
transformation (FFT) berechnet und liefert die Impuls- sowie die kinetische Energiever-
teilung.
In Kapitel 6 wird der Algorithmus fu¨r die Streuung von Gaußschen Wellenpaketen verwen-
det. Hierbei werden zur Untersuchung von unkorrelierten und korrelierten Sto¨ßen schnelle
und langsame Elektronen betrachtet. Die Benutzung eines abstoßenden bzw. eines anzie-
henden Potentials dient zur Unterscheidung eines reinen Streuvorgangs von einem Streu-
vorgang mit Rekombinationseffekten. Letztere entsprechen dem klassischen Teilchenein-
fang bei korrelierten Sto¨ßen.
Zuerst wird die Coulombstreuung ohne Laserfeld betrachtet. Fu¨r die Fa¨lle des abstoßenden
und des anziehenden Potentials werden unterschiedliche Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
in der z-ρ-Ebene deutlich. Dieser Nahfeldeffekt wird auf die verschiedenen Interferenzei-
genschaften in der Streuamplitude zuru¨ckgefu¨hrt. Die Interferenzmaxima bilden eine Schar
von Parabeln. Im anziehenden Fall erha¨lt man hinter dem Ion eine Fokussierung zur Ach-
se, im abstossenden Fall Defokussierung von der Achse. Die Lage der Interferenzmaxima
la¨ßt sich klassisch durch Anziehung bzw. Abstoßung durch das Ion erkla¨ren.
Bei der Streuung mit Laserfeld werden zuerst Sto¨ße schneller Elektronen im Fall an-
ziehender und abstoßender Ionen untersucht. Dabei werden Multi-Photonen-Prozesse
im Geschwindigkeitsraum und im Energiespektrum deutlich: Konzentrische Ringe im
Geschwindigkeitsraum repra¨sentieren die Photonenordnungen, im Energiespektrum wer-
den Photo-Peaks im Abstand einer Photonenenergie ω beobachtet. Gemeinsamkeiten im
Ru¨ckstreuplateau- und im Cutoff-Verhalten fu¨r die gro¨ßten Energien mit dem klassischen
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instantanen Modell, dem Modell fu¨r unkorrelierte Sto¨ße, sind erkennbar. Die Energie-
spektren im anziehenden und abstoßenden Fall unterscheiden sich kaum, da aufgrund der
schnellen Geschwindigkeiten mit k0 > v0 kaum Rekombinationseffekte und somit korre-
lierte Sto¨ße auftreten.
Bei langsamen Elektronen mit k0 < v0 zeigen sich deutliche Unterschiede in den beiden
Fa¨llen. Im anziehenden Fall liegt die gesamte Streurate ho¨her als im abstoßenden Fall. Mit
der Vorstellung von korrelierten Sto¨ßen aus der klassischen Beschreibung la¨ßt sich dieser
Fall anna¨hernd vergleichen: Reduzierung der elastischen Streuung und somit ho¨here inela-
stische Streuraten. Fu¨r hohe Energien wird das Spektrum durch Bindungsanteile gedeutet,
was die These von korrelierten Sto¨ßen mit klassischem Teilcheneinfang stu¨tzt. Mithilfe des
Spektrums der Gesamtenergie, das mit einem Konjugierten-Gradienten-Verfahren ermit-
telt wird, wird dieser Anteil bei einer Bindungsenergie von E = −0.5, dem Wasserstoff-
Grundzustand, nachgewiesen.
In Kapitel 7 wird der Streuprozeß des Elektrons im Laserfeld sto¨rungstheoretisch mithilfe
der Quantenmechanik behandelt. Hierbei wird das Ion-Potential als Sto¨rung betrachtet.
Der Zustand des Elektrons wird vor und nach dem Stoß als ebene Welle angenommen,
der U¨bergang zwischen diesen Zusta¨nden wird durch einen Stoß verursacht. Die Lage der
Multi-Photonen-Peaks und der Energie-Cutoff aus den numerischen Rechnungen werden
besta¨tigt.
In dieser Arbeit werden also Elektron-Ion-Sto¨ße in Plasmen durch Lo¨sen der zeitabha¨ngi-
gen dreidimensionalen Schro¨dingergleichung behandelt. Hierbei werden unkorrelierte
Sto¨ße (starke Laserfelder) untersucht und korrelierte Sto¨ße (sukzessive Mehrfachstreuung)
anhand der Streuraten im Energiespektrum nachgewiesen.
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Anhang A
Atomare Einheiten
Die nichtrelativistische, semiklassische Schro¨dingergleichung fu¨r das Elektron im Laserfeld
und dem Potential des Atoms ist eine partielle Differentialgleichung in Ort und Zeit.
i~
∂
∂t
ψ(r, t) = (− ~
2
2m
∆− Z
r
+ e · zE(t))ψ(z, t), E(t) = E0 sin(ωt). (A.1)
Ihre Lo¨sung ergibt eine Wellenfunktion zum Zeitpunkt t in der Einheit Sekunden, ihr
Betragsquadrat eine Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte am Ort r in Metern. Um diese
Gleichung numerisch zu behandeln, werden die dimensionsbehafteten Gro¨ßen durch di-
mensionslose ersetzt. Es entsteht eine einheitenlose Gleichung. Die u¨bliche Methode ist
die Einfu¨hrung atomarer Einheiten. Die numerischen Ergebnisse werden dann in atoma-
ren La¨ngen und Zeiten angegeben. Die atomare Ortseinheit ist dabei der Bohrsche Radius.
Die Ersetzung der Orte xi in der Schro¨dingergleichung erfolgt mit
xi = a0x
′
i = 4πǫ0
~
2
me2
x′i. (A.2)
Setzt man diese in die Schro¨dingergleichung ein und fordert eine dimensionslose Glei-
chung, erha¨lt man die Ersetzungsvorschrift fu¨r die dimensionsbehafteten Gro¨ßen Zeit t ,
elektrische Feldsta¨rke E und Frequenz ω:
t = (4πǫ0)
2 ~
3
me4
t′, (A.3)
E = 1
(4πǫ0)3
m2e5
~4
E ′, (A.4)
ω =
1
(4πǫ0)2
me4
~3
ω′. (A.5)
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Die atomaren Einheiten la,ta, Ea und ωa besitzen folgende Werte:
la = a0 = 4πǫ0
~
2
me2
= 5, 292 · 10−11m, (A.6)
ta = (4πǫ0)
2 ~
3
me4
= 2, 419 · 10−17s,
Ea = 1
(4πǫ0)3
m2e5
~4
= 5, 142 · 1011 V
m
,
ωa =
1
(4πǫ0)2
me4
~3
= 4, 134 · 10161
s
.
Die dimensionslose Schro¨dingergleichung lautet dann
i
∂
∂t′
ψ(r′, t′) = [−1
2
∆′ − Z
r′
+ z′E ′(t′)]ψ(r′, t′). (A.7)
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Anhang B
Fouriertransformation
B.1 Freies Wellenpaket
Die Wellenfunktion des freien Elektrons zum Zeitpunkt t = 0 lautet nach (6.1):
ψ0(x, y, z) = (
√
2
π
1
d0
)3/2eik0(z−z0)e
−x
2+y2+(z−z0)
2
d2
0 . (B.1)
Die Fouriertransformation berechnet sich hieraus folgendermaßen:
ψˆ(k) =
∫
dV ψ0(r)e
−ikr, k = (kx, ky, kz) (B.2)
= (
√
2
π
1
d0
)3/2
∫ ∞
−∞
dxe
−x2
d2
0
−ikxx
∫ ∞
−∞
dye
− y2
d2
0
−ikyy
·
∫ ∞
−∞
dze
− (z−z0)
2
d20
+ik0(z−z0)−ikzz
.
Das Integral Ix in x-Richtung (y-Richtung analog) ergibt
Ix =
∫ ∞
−∞
dxe
−x2
d2
0
−ikxx
(B.3)
= d0
∫ ∞
−∞
dx′e−x
′2−ikxd0x′
= d0
∫ ∞
−∞
dx′e−(x
′2+ i
2
kxd0)2− k
2
xd
2
0
4
= d0
√
πe−
k2xd
2
0
4 ,
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sowie Iz in z-Richtung
Iz =
∫ ∞
−∞
dze
− (z−z0)
2
d20
−i(kz−k0)z−ik0z0
(B.4)
=
∫ ∞
−∞
dze
− (z−z0)
2
d2
0
−i(kz−k0)(z−z0)−ikzz0
= d0
∫ ∞
−∞
dz′e−z
′2−i(kz−k0)d0z′−ikzz0
= d0
√
πe−
(kz−k0)
2
4
d20−ikzz0 .
Daraus ergibt sich nun fu¨r Fouriertransformierte
ψˆ(k) = 23/4(
√
πd0)
3/2e−
d20
4 (k
2
x+k
2
y+(kz−k0)2)e−ikzz0 (B.5)
= (
√
2πd0)
3/2e−ikzz0e−
d20
4 [k
2
ρ+(kz−k0)2]
und hieraus fu¨r die Energieverteilung
p(E) =
∫
d3k
(2π)3
δ(E − 1
2
k2)|ψˆ|2 (B.6)
=
1
(2π)3
∫ 2π
0
dφ
∫ ∞
−∞
dkz
∫ ∞
0
dkρkρδ
(
E − 1
2
k2z −
1
2
k2ρ
)
|ψˆ|2
=
1
(2π)2
(
√
2πd0)
3
∫ ∞
−∞
dkz
∫ ∞
0
d
(
1
2
k2ρ
)
δ
(
E − 1
2
k2z −
1
2
k2ρ
)
· e− d
2
0
2
[k2ρ+(kz−k0)2]
=
1
(2π)2
(
√
2πd0)
3
∫ ∞
−∞
dkzΘ
(
E − 1
2
k2z
)
e
−d20
»
E− k
2
z
2
+ 1
2
(kz−k0)2
–
=
1
(2π)2
(
√
2πd0)
3
∫ √2E
−
√
2E
dkze
−d20Ee−
d20
2
(k20−2k0kz)
=
[
1
(2π)2
(
√
2πd0)
3e−d
2
0E−
d20k
2
0
2
1
k0d20
ek0d
2
0kz
]√2E
−
√
2E
=
1√
2π
d0
k0
e−d
2
0E−
d20k
2
0
2
(
e
√
2k0d20
√
E − e−
√
2k0d20
√
E
)
=
√
2
π
d0
k0
e
−d20
„
E+
k20
2
«
sinh (k0d
2
0
√
2E).
Die Zeitentwicklung des freien Wellenpakets wird u¨ber den Zeitentwicklungsoperator U
beschrieben und leitet sich aus dem Zustand zum Zeitpunkt t = 0 ab:
|ψ(t) > = U |ψ0 > (B.7)
= e−iHt|ψ0 >
= e−i
k2
2
t|ψ0 > .
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Durch Einschieben des Einheitsoperators
∫
d3k
(2π)3
|k >< k| und unter Verwendung der Fou-
riertransformierten von ψ0, ψˆ(k), erha¨lt man
ψ(r, t) =
∫
d3k
(2π)3
< r|e−ik
2
2
t|k >< k|ψ0 > (B.8)
=
∫
d3k
(2π)3
e−i
k2
2
teikrψ0(k)
=
∫
d3k
(2π)3
e−i
k2
2
teikr · (
√
2πd0)
3/2e−ikzz0e−
d20
4 [k
2
x+k
2
y+(kz−k0)2]
=
1
(2π)3
(
√
2πd0)
3/2
∫
dkxe
i
„
kxx− k
2
x
2
t
«
− d
2
0
4
k2x
·
∫
dkye
i
„
kyy− k
2
y
2
t
«
− d
2
0
4
k2y
·
∫
dkze
i
„
kzz− k
2
z
2
t−kzz0
«
− d
2
0
4
(kz−k0)2
.
Die Substitution k˜ = kx
√
d20
4
+ i
2
t ergibt fu¨r den kx-Anteil (ky analog):
Ix =
∫
dkxe
i
„
kxx− k
2
x
2
t
«
− d
2
0
4
k2x
(B.9)
=
1√
−d20/4− i/2t
· e
 
1
2
ix√
−d2
0
/4−i/2t
!2 ∫
dk˜e
−
 
k˜− 1
2
ix√
−d2
0
/4−i/2t
!2
=
1√
−d20/4− i/2t
· e−
x2
4(d2
0
/4+i/2t)
√
π.
Nach einer a¨hnlichen Rechnung erha¨lt man in kz-Richtung mit der Substitution k˜ =
kz
√
d20
4
+ i
2
t:
Iz =
∫
dkze
i
„
kzz− k
2
z
2
t−kzz0
«
− d
2
0
4
(kz−k0)2
(B.10)
=
1√
−d20/4− i/2t
· e− d
2
0
4
k20 · e
 
1
2
d20k0/2+i(z−z0)√
−d2
0
/4−i/2t
!2 ∫
dk˜ · e
−
 
k˜− 1
2
d20k0/2+i(z−z0)√
−d2
0
/4−i/2t
!2
=
1√
−d20/4− i/2t
· e− d
2
0
4
k20 · e
 
1
2
d20k0/2+i(z−z0)√
−d2
0
/4−i/2t
!2
√
π.
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Insgesamt ergibt sich fu¨r die Wellenfunktion:
ψ(r, t) =
1
(2π)3
(
√
2πd0)
3/2
√
π
3 1√
d20/4 + i/2t
3 e
−d20k20/4 (B.11)
· e−
x2+y2
4
1
d2
0
/4+i/2t · e
[d20k0/2+i(z−z0)]
2
4(d2
0
/4+i/2t) .
B.2 Wasserstoff-Grundzustand
Der Grundzustand des Wasserstoffatoms lautet
ψ0 =
1√
π
e−r. (B.12)
Man kann u¨ber Drehungen zeigen, daß die Fouriertransformierte fu¨r die nur vom Betrag
r abha¨ngende Wellenfunktion ψ(r),
ψˆ(k) =
1√
π
∫
dV e−re−ikr, (B.13)
nur vom Betrag von k abha¨ngt. Legt man die Richtung von k auf die z-Achse fest, ergibt
sich in Kugelkoordinaten:
ψˆ(k) =
1√
π
∫ 2π
0
dφ
∫ π
0
dΘ
∫ ∞
0
drr2 sinΘe−re−ikr cosΘ (B.14)
=
1√
π
2π
∫ ∞
0
drr2e−r
∫ 1
−1
dxe−ikrx
=
2π√
π
1
ik
∫ ∞
0
drr2e−r
1
r
(
eikr − e−ikr)
=
2π√
πik
∫ ∞
0
drre−r
(
eikr − e−ikr)
=
2π√
πik
[ −1
(ik − 1)2 −
−1
(ik + 1)2
]
= −8√π 1
(1 + k2)2
.
Fu¨r die Energie-Verteilung folgt hieraus:
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p(E) =
∫
d3k
(2π)3
δ
(
E − 1
2
k2
)
|ψˆ(k)|2 (B.15)
=
1
(2π)3
82π · 4π
∫ ∞
0
dkk2δ
(
E − 1
2
k2
)
1
(1 + k2)4
=
32
π
∫ ∞
0
dx
√
2xδ(E − x) 1
(1 + 2x)4
=
32
π
2E
(1 + 2E)4
.
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Anhang C
Schnelle Fouriertransformation
Die Schnelle Fouriertransformation erlaubt unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaf-
ten der trigonometrischen Funktionen eine Berechnung der Fouriertransformation einer
diskreten Folge, [37].
Die diskrete Form der Fouriertransformation der Wellenfunktion in (5.86) wird durch die
Trapezregel angena¨hert und lautet (unter Nichtberu¨chsichtigung der konstant gehaltenen
Koordinate kρ und durch Weglassen des Indexes z, k = kz, sowie ψk = α):
ψˆn = ∆z
N−1∑
k=0
ψke
−iknzk , (C.1)
wobei die La¨nge der Folge ψk durch die Gitterpunkte in z-Richtung gegeben ist, N = 2K.
Mit einer Eingangsfolge der La¨nge N lassen sich N unabha¨ngige Fourier-Koeffizienten
berechnen, die zugeho¨rigen Impulse in dieser Arbeit,
kn =
2π
N∆z
n, n = −N
2
, ...,
N
2
, (C.2)
variieren zwischen den Impulsen − π
∆z
und π
∆z
. Dieser maximale Impuls π
∆z
entspricht der
Nyquist-Frequenz bei der Fouriertransformation einer Zeitfolge. Die in der zu behandeln-
den Wellenfunktion ψ(z) auftretenden Impulse mu¨ssen kleiner als die Nyquist-Frequenz
sein, damit man ein sinnvolles Impuls-Spektrum erha¨lt: kmax ≤ π∆z .
Die schnelle Fouriertransformation beruht auf einem Algorithmus zur Berechnung der
Summen in (C.1),
1
∆z
ψˆn =
N−1∑
k=0
ψke
−i2π/Nnk, n = 0, 1, ..., N − 1. (C.3)
Die Folge ψk wird hierbei nun bei geradem N in zwei gleichgroße Folgen aufgespalten,
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yk = ψ2k = (ψ0, ψ2, ..., ψN−2), k = 0, 1, ...,
N
2
− 1, (C.4)
zk = ψ2k+1 = (ψ1, ψ3, ..., ψN−1), k = 0, 1, ...,
N
2
− 1, (C.5)
wobei die Teilfolgen yk und zk die Fouriertransformierten
Yn =
N
2
−1∑
k=0
yke
−i2π nk
N/2 , (C.6)
Zn =
N
2
−1∑
k=0
zke
−i2π nk
N/2 , n = 0, 1, ...,
N
2
− 1, (C.7)
besitzen.
Man kann schnell zeigen, wie sich die Fouriertransformierten der Gesamtfolge aus denen
der beiden Teilfolgen zusammensetzt:
ψˆn = Yn + e
−i2π n
NZn, n = 0, 1, ...,
N
2
− 1, (C.8)
ψˆn = Yn−N
2
+ e−i2π
n
NZn−N
2
, n =
N
2
, ..., N − 1. (C.9)
Sind also die die Fourier-Koeffizienten Yn und Zn zwischen n = 0 und n =
N
2
−1 bestimmt,
ko¨nnen die zwischen N
2
und N − 1 mit (C.9) ermittelt werden.
Ist nun N
2
ebenfalls eine gerade Zahl, lassen sich die Teilfolgen yk und zk jeweils wieder
in gleichgroße Teilfolgen aufspalten. Beim Algorithmus wa¨hlt man N = 2k, wobei k eine
beliebige positive Zahl ist. Die Auspaltung der Folgen in immer kleinere wird insgesamt k
mal gemacht, so daß letztlich Folgen aus nur einem Element entstehen, deren Fouriertrans-
formation einfach der Stu¨tzwert ψi ist. Fu¨r die Fouriertransformation der Gesamtfolge ψk
werden im ersten Schritt die einelementigen zu zweielementigen Folgen zusammengefu¨gt.
Die Transformationen dieser 2er-Folgen werden mit (C.8) und (C.9) berechnet.
Im na¨chsten Schritt werden 4er-Folgen aus zwei 2er-Folgen gebildet und die Fourier-
Koeffizienten der 2er-Folgen dienen als Yn bzw. Zn. Das k-malige Zusammenfu¨gen und
Berechnen der Koeffizienten nach (C.8) und (C.9) liefert schließlich die Fouriertransfor-
mation der Gesamtfolge.
Insgesamt werden k×N Fourier-Koeffizienten berechnet. Bei jedem Koeffizienten werden
nach (C.8) bzw. (C.9) eine Multiplikation und eine Addition ausgefu¨hrt, also insgesamt
kN = log2N ·N Multiplikationen und ebensoviele Additionen.
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Im Gegensatz zur direkten Berechnung von (C.1), bei der N2 Rechenschritte no¨tig sind,
ist dies ein großer Fortschritt, wenn man z. B. wie in dieser Arbeit N = 212 = 4096
Gitterpunkte in z- Richtung verwendet betrachtet:
N log2N ≈ 4.9 · 104, (C.10)
N2 ≈ 1.7 · 107.
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Spektrum der Gesamtenergie
Wa¨hrend die Berechnung der kinetischen Energieverteilung u¨ber die Fouriertransformier-
ten relativ wenig Rechenzeit beno¨tigt, ist die Berechnung des Spektrums der Gesamtener-
gie aufwa¨ndiger. Eine Methode der Berechnung fu¨r eine Wellenfunktion wurde von K. J.
Schafer [41] entwickelt, diese Methode wurde daraufhin zur Berechnung von ATI-Spektren
verwendet [42].
Man betrachtet nach Ende der Simulation die berechnete Wellenfunktion ψf und schaltet
das elektrische Feld aus, E = 0. Der Hamiltonoperator H0 ist dann in der Ortsdarstellung
mit dem Ion-Potential VA
H0 = −1
2
∆ + VA(r). (D.1)
Die Wahrscheinlichkeit, daß fu¨r den Endzustand ψf nun ein Energiewert im Intervall E±γ
(der Breite 2γ zentriert um E) zu messen ist, wird u¨ber den Fenster-Operator P (fu¨r
Projektor),
P (E, n, γ) =
γ2
n
(H0 − E)2n + γ2n , (D.2)
berechnet:
p(E, n, γ) = 〈ψf |P |ψf〉 (D.3)
= 〈ψf | γ
2n
(H0 −E)2n + γ2n |ψf〉 . (D.4)
Fu¨r n=1 erha¨lt man als Form der Fenster-Funktion eine Lorentz-Funktion. Je gro¨ßer das
n ist, desto rechteckiger wird die Form und desto weniger u¨berlappen sich benachbarte
Energieintervalle.
In dieser Arbeit wurden n=1 und n=2 verwendet.
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n=1
Es wird die Gleichung
(H0 − E − iγ)|χ >= |ψf > (D.5)
gelo¨st. Die Energiewahrscheinlichkeit p(E) ergibt sich einfach u¨ber
p(E) =< χ|χ > . (D.6)
n=2
Es mu¨ssen zwei Gleichungen fu¨r den zu bestimmenden Vektor |χ > hintereinander gelo¨st
werden:
(H0 −E +
√
iγ)(H0 − E −
√
iγ)|χ >= |ψf >, (D.7)
fu¨r die Wahrscheinlichkeit erha¨lt man ebenfalls wie in (D.6)
p(E) =< χ|χ > . (D.8)
Die auszufu¨hrenden Gleichungen u¨ber den Zwischenzustand |φ >,
(H0 − E +
√
iγ)|φ >= |ψf > (D.9)
und
(H0 − E −
√
iγ)|χ >= |φ >, (D.10)
sind partielle Differentialgleichungen und werden mit dem sogenannten cg-Verfahren
gelo¨st, dem Verfahren der konjugierten Gradienten (englisch: conjugate gradients), [46].
Das Verfahren dient zur Lo¨sung des Gleichungssytems
Ax = b, (D.11)
wobei A eine Matrix, x der unbekannte Vektor und b die bekannte rechte Seite (Vektor
b) darstellen.
Es beruht auf der Minimierung der quadratischen Gleichung
F (x) =
1
2
xTAx− xTb. (D.12)
Die Minimierung der Gleichung erfolgt u¨ber das Verschwinden des Gradienten:
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2
Abbildung D.1: 300 Iterationen: Wellenfunktion ψf und Lo¨sung χ nach dem cg- Verfahren
fu¨r den festen Energiewert E = 0.25. k0 = 0.7, E0 = 0.3, ω = 0.3, n = 6 Perioden, Z = +1,
γ = 0.05, n = 1.
∇F (x) = d
dx
F (x) = Ax− b = 0, (D.13)
was somit gleichbedeutend mit der Lo¨sung des Gleichungssytem (D.11) ist.
Der Algorithmus zur Minimierung hat nun folgende iterative Struktur:
1.) Schritt k=0:
Der Startwert x(0) ist ein beliebiger Anfangsvektor (z. B. Nullvektor), p0 := r0 :=
b−Ax(0).
2.) Schritt k > 0:
ak :=
rTk rk
pTkApk
, (D.14)
x(k+1) := x(k) + akpk,
rk+1 := rk − akApk,
bk :=
rTk+1rk+1
rTk rk
,
pk+1 := rk+1 + bkpk.
Dieser Algorithmus wird zum einen fu¨r die Lo¨sung der Gleichung (D.5) (n = 1) verwendet.
Hierbei werden statt Vektoren x und b die Matrizen χ und ψf benutzt und die Matrix A
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Abbildung D.2: 1000 Iterationen: Wellenfunktion ψf und Lo¨sung χ nach dem cg-Verfahren
fu¨r den festen Energiewert E = 0.25. k0 = 0.7, E0 = 0.3, ω = 0.3, n = 6 Perioden, Z = +1,
γ = 0.05, n = 1.
entspricht hierbei dem Operator H0 −E − iγ. Zum anderen wird der Algorithmus fu¨r die
Gleichungen (D.9) und (D.10) in analoger Weise benutzt.
Zur U¨berpru¨fung des Ergebnisses fu¨r die gerade bestimmte Wellenfunktion, fu¨r n=1 ist
dies χ in (D.5), wird die Probe durch Anwenden des Operators auf die soeben ermittelte
Wellenfuntion gemacht. Fu¨r n=1 bedeutet dies die Anwendung des Operators H0−E− iγ
in (D.5) auf χ. Ist die Rechnung richtig, so muß dieses Ergebnis mit der Wellenfunktion
ψf am Ende in (D.5) u¨bereinstimmen.
In den Abbildungen D.1 und D.2 sind die Wellenfunktion zum Endzeitpunkt, ψf (rot),
die ermittelte Wellenfunktion χ (blau) und die Probe, ψProbe (schwarz), nach k=300 bzw.
k=1000 Iterationen auf der z-Achse (ρ ≈ 0) dargestellt fu¨r n = 1. Hierbei wurden eine
feste Energie von E = 0.25 sowie eine Anfangsgeschwindigkeit von k0 = 0.7 und als Laser-
parameter E0 = ω = 0.3, n=6 Perioden verwendet. Man erkennt anhand des Vergleiches
der Probe ψProbe mit ψf deutlich, daß sich erst nach 1000 Iterationen ein richtiges Ergeb-
nis ergibt, allerdings muß hierbei bemerkt werden, daß in einem anderen Energiebereich,
weiter entfernt von der elastischen Energie von
k20
2
= 0.245, 300 Iterationen genu¨gen.
In Abb. D.3 ist die Energieverteilung (rot) zu den oben erwa¨hnten Parametern nach (D.6)
fu¨r n = 1 abgebildet. Zusa¨tztlich ist das Spektrum der kinetischen Energie (schwarz) aus
Kapitel 6 dargestellt. Die Multiphotonen-Peaks ko¨nnen bei der Genauigkeit von n = 1 nur
qualitativ im Spektrum der Gesamtenergie beobachtet werden. Verwendet man hingegen
n = 2, Abb. D.4, decken sich die Verteilungen einigermaßen. Zusa¨tzlich erkennt man fu¨r
E = −0.5 im Spektrum der Gesamtenergie den Anteil der rekombinierten Elektronen im
n=1- Energiezustand des Wasserstoffs, was einer Energie von -13.6 eV entspricht. (Der
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kinetische Energieverteilung
Gesamtenergie: cg- Verfahren
Abbildung D.3: n=1: Energie-Spektrum k0 = 0.7, E0 = 0.3, ω = 0.3, n = 6 Perioden,
Z = +1, γ = 0.05, 1000 Iterationen.
n=1-Energiezustand ist hierbei nicht mit n=1 aus der oben beschriebenen Numerik zu
verwechseln.)
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kinetische Energieverteilung
Gesamtenergie: cg- Verfahren
Abbildung D.4: n=2: Energie-Spektrum k0 = 0.7, E0 = 0.3, ω = 0.3, n = 6 Perioden,
Z = +1, γ = 0.05, 1000 Iterationen.
108
Literaturverzeichnis
[1] T. Brabec, F. Krausz, Rev. Mod. Phys. 72, 545 (2000).
[2] T. Deutsch, Appl. Phys. Lett. 7, 80 (1965).
[3] P. M. Paul, E. S. Toma, P. Breger, G. Mullot, F. Auge’, Ph. Balcou, H. G. Muller,
and P. Agostini, Science 292, 1689 (2001).
[4] D. Strickland and G. Mourou, Opt. Commun. 56, 219 (1985).
[5] J. H. Eberly, J. Javanainen, and K. Rza¸z˙ewski, Phys. Rep. 204, 331 (1991)
[6] P. Agostini, F. Fabre, G. Mainfray, G. Petite, and N. K. Rahman, Phys. Rev. Lett.
42, 1127 (1979).
[7] Y. Gontier, M. Trahin, J. Phys. B 13, 4381 (1980).
[8] G. G. Paulus, W. Nicklich, Huale Xu, P. Lambropoulos, and H. Walther, Phys. Rev.
Lett. 72, 2851 (1994).
[9] W. Becker, A. Lohr, and M. Kleber, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. 27, L325 (1994).
[10] L. Spitzer, R. Ha¨rm, Phys. Rev. 89, 977 (1953).
[11] S. I. Braginski, Rev. Plasma Phys. 1, 215 (1965).
[12] J. Dawson and C. Oberman, Phys. Fluids 5, 517 (1962).
[13] V. P. Silin, Sov. Phys. JETP 20, 1510 (1965).
[14] F. V. Bunkin and M. V. Fedorov, Sov. Phys. JETP 22, 844 (1966).
[15] F. V. Bunkin, A. E. Kazakov and M. V. Fedorov, Sov. Phys. Uspekhi 15, 416 (1972).
[16] N. M. Kroll and K. M. Watson, Phys. Rev. A 8, 804 (1973).
[17] A. Weingartshofer, J. K. Holmes, J. Sabbagh, and S. L. Chin, J. Phys. B: At. Mol.
Phys. 16 No 10, 1805 (1983)
[18] H.-J. Kull and L. Plagne, Phys. Plasmas 8, 5244 (2001).
[19] L. Wiesenfeld, Phys. Lett. A 144, 467 (1980).
109
LITERATURVERZEICHNIS
[20] C. D. Decker, W. B. Mori, J. M. Dawson, and Y. Katsouleas, Phys. Plasmas 1, 4043
(1994).
[21] G. Shvets and N. J. Fish, Phys. Plasmas, 4, 428 (1997).
[22] G. M. Fraiman, V. A. Mironov, and A. A. Balakin, Phys. Rev. Lett. 82, 319 (1999);
JETP 88, 254 (1999), G. M. Fraiman, A. A. Balakin, and V. A. Mironov, Phys.
Plasmas 8, 2502 (2001).
[23] A. Brantov, W. Rozmus, R. Sydora, C. E. Capjack, V. Y. Bychenkov, and V. T.
Tikhonchuk, Phys. Plasmas 10, 3385 (2003).
[24] C. Deiss, N. Rohringer, J. Burgdo¨rfer, E. Lamour, C. Pringent, J.-P. Rozet, and D.
Vernhet, Phys. Rev. Lett. 96, 013203 (2006).
[25] H.-J. Kull and V. T. Tikhonchuk, Phys. Plasmas 12, 063301 (2005).
[26] G. Rascol, H. Bachau, V. T. Tikhonchuk, H.-J. Kull, T. Ristow, Phys. Plasmas 13,
103108 (2006).
[27] H.-J. Kull, J. Go¨rlinger, and L. Plagne, Laser Phys. 10, 151 (2000).
[28] V. Ayvazyan et al., Phys. Rev. Lett. 88, 104802 (2002).
[29] H.-J. Kull, L. Dimou, and J. L. Sanz, Laser Phys. 9, 48 (1999).
[30] T. Fließbach, Mechanik, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, S.176 (1996)
[31] C. C. Lin and L. A. Segel, Mathematics applied to deterministic problems in the
natural sciences, Macmillan Publishing Co., Inc. (1974).
[32] G. J. Pert, J. Phys. A: Gen. Phys. 5, 506 (1972); J. Phys. B: Atom. Molec. Phys. 12,
2755 (1979).
[33] P. Mulser, F. Cornolti, F. Be´suelle, and R. Schneider, Phys. Rev. E 63, 016406 (2001).
[34] H. A. Kramers, Collected Scientific Papers (North-Holland, Amsterdam, 1956), p.
262.
[35] W. C. Henneberger, Phys. Rev. Lett. 21, 838 (1968).
[36] K. Boucke, H. Schmitz, and H.-J. Kull, Phys. Rev. A 56, 763 (1997).
[37] B. Buttkus, Spektralanalyse und Filtertheorie in der angewandten Geophysik,
Springer-Verlag (1991).
[38] J. Crank and P. Nicholson, Proc. Camb. Phil. Soc. 43, 50 (1947).
[39] W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky, W. T. Vetterling, Numerical Recipes,
Cambridge University Press (1986).
110
LITERATURVERZEICHNIS
[40] P. Mumcu, Approximative Methoden zur Lo¨sung der zeitabha¨ngigen Schro¨dingerglei-
chung fu¨r starke Laserfelder, Diplomarbeit, RWTH Aachen, 2007.
[41] K. J. Schafer, Computer Physics Communications 63, 427 (1991).
[42] K.J.Schafer and K. C. Kulander, Phys. Rev. A 42, 5794 (1990).
[43] S. E. Koonin, K. T. R. Davies, V. Mahrun- Rezwani, H. Feldmeier, S. J. Krieger, and
J. W. Negele, Phys. Rev. C 15, 1359 (1977).
[44] H. Flocard, S. E. Koonin, and M. S. Weiss, Phys. Rev. C 17, 1682 (1978).
[45] C. Cohen-Tannouji, Quantenmechanik 1+2, de-Gruyter-Verlag (1999).
[46] W. Ehlers, Vorlesungsskript, http://www.mechbau.uni-stuttgart.de/ls2/100-
online/HMIB/index.html (2004).
[47] S. Ku¨hn, U. Hakanson, L. Rogobete, and V. Sandoghdar, Phys. Rev. Lett. 97, 017402
(2006).
111
Lebenslauf
Perso¨nliche Daten
Name Torsten Ristow
Anschrift Hermann-Hesse-Str. 33, 30539 Hannover
Geburtsdatum 25.01.1978
Ausbildung
06/1997 Abitur am Kaiser-Wilhelms-Gymnasium Hannover
09/1998-10/2004 Studium der Physik an der RWTH Aachen; Vordiplom
10/2000; Abschluß als Diplom-Physiker
12/2004-12/2007 Promotion an der RWTH Aachen; Betreuer: Prof. Dr.
H.-J. Kull
Danksagung
Mein erster Dank gilt Professor Dr. Hans-Jo¨rg Kull fu¨r die Mo¨glichkeit zur Promo-
tion. Das von ihm geschaffene Arbeitsumfeld und die hervorragende Betreuung haben
wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen.
Professor Dr. Rudolf Schmitz mo¨chte ich fu¨r die U¨bernahme des Zweitgutachtens und
Professor Dr. Walter Selke fu¨r die anregenden Gespra¨che auf der Zugfahrt zwischen Aachen
und Hannover danken.
Desweiteren bedanke ich mich bei meinen Arbeitskollegen am Lehrstuhl fu¨r die angenehme
Arbeitsatmospha¨re.
Meiner Freundin Laura mo¨chte ich besonders danken. Sie hat mich die letzten Jahre durch
alle Pru¨fungen begleitet und mich durch ihre optimistische Art sehr stark unterstu¨tzt.
Meiner Familie und besonders meinen Eltern bin ich zu gro¨ßtem Dank verpflichtet. Sie
haben mich immer bedingungslos unterstu¨tzt und mir das no¨tige Vertrauen fu¨r meine
Entwicklung geschenkt.
